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2.3. POTEGA, PIERWIASTEK, LOGARYTM

Niniejszy paragraf rozpoczniemy od definicji potegi o wyktadniku catkowitym.

Definicja 2.8. Potege a”, ktérej podstawa a jest dowolna liczbg rzeczywista, a wyktadnik
potegi n-dowolng liczba naturalna, okreslamy wzorami

at =a, a"'=q"a dlaneN

(okreslenie takie nosi nazwe definicji indukcyjnej).
Gdy a # 0, to okredlamy potegi a”, a~™ nastepujagcymi wzorami
1
a’ =1, a "= —.
an

7 powyzszej definicji dla poteg o wyktadnikach catkowitych p i ¢ zachodza zwigzki

1 a p ap
aPa? =’ — =ad" 1 (dP)=a", aP= —  oraz (ab)P = aPb?, v T

Nastepujace twierdzenie ustala istnienie n-tego pierwiastka z dodatnich liczb rzeczywistych.

Twierdzenie 2.7. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x > 0 @ dowolnej liczby naturalnej n istnieje

gedna i tylko jedna dodatnia liczba rzeczywista y taka, Ze y" = x.

Definicja 2.9. Liczbe y, o ktérej mowa w powyzszym twierdzeniu oznaczamy przez {/x lub

o i nazywamy pierwiastkiem arytmetycznym stopnia n z liczby x.
Wykorzystujac Definicje 2.9 podamy teraz okreslenie potegi o wyktadniku wymiernym.

Definicja 2.10. Potege a”, w ktérej podstawa a jest liczbg dodatnia, a wyktadnik z jest liczba
wymierng %, 0 lub %, (I,m € N), okreslamy wzorami

I -1 1

am = (%a), a®=1 oraz am = ——.
(¥/a)

Analogiczne zwiazki jak dla poteg o wyktadnikach catkowitych sg prawdziwe dla poteg
o wyktadnikach wymiernych. Zauwazmy jeszcze, ze dla a > 1 potega a” rosnie wraz ze wzrostem
wyktadnika wymiernego x.

Przejdziemy teraz do okreslenia potegi dowolnej, rzeczywistej, dodatniej liczby a, o dowolnym

wyktadniku rzeczywistym z.

Definicja 2.11. Rozwazmy potegi liczby a

/
a® oraz a”,

o wymiernych wyktadnikach b i V', spelniajacych nieréwnos$é b < = < b'. Potegq liczby a > 1
bio b

o wyktadniku x nazywamy liczbe y zawarta miedzy potegami a” i a

ab<y<ab/
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1 oznaczamy ja symbolem a”. Dla a < 1 przyjmujemy

a*=\{—-| .
a
Oczywiscie liczba y, o ktoérej jest mowa w Definicji 2.11, istnieje i jest okreslona jednoznacznie.
Potega o wyktadniku rzeczywistym posiada warto$é¢ dodatnig. Dla dowolnych wyktadnikdw
rzeczywistych zachodzg przy tym takie same zwigzki jak dla wyktadnikow catkowitych. Zauwazmy
jeszcze, ze dla a > 1 potega a® ro$nie wraz ze wzrostem wyktadnika rzeczywistego x.

Podamy teraz proste, ale wazne twierdzenie zwane nieréwnoscia Bernoulliego, ktore dowodzi

sie przy wykorzystaniu zasady indukcji zupetne;j.

Twierdzenie 2.8. Niech vy bedzie liczbg rzeczywistq wiekszq od 1. Wowcezas dla dowolnej liczby
naturalnej n > 1 zachodzi v > 1+ n(y —1).

Przy pomocy potegi o dowolnym wyktadniku rzeczywistym zdefiniujemy logarytm dowolnej,
dodatniej liczby rzeczywistej b, przy dodatniej podstawie a réznej od 1.

Rozwazmy réwnanie a® = b, gdzie a > 0, a # 1, b > 0. Rozwazmy kwesti¢ istnienia
rozwigzania tego rownania. Wykorzystujac powyzsza nieréwno$¢ Bernoulliego mozna udowodnié¢

nastepujace

Twierdzenie 2.9. Przy powyiszych zalozeniach badane réwnanie posiada doktadnie jedno
rozwigzanie wzgledem x.

W oparciu o powyzsze twierdzenie mozemy podaé nastepujaca definicje.

Definicja 2.12. Logarytmem liczby b > 0 o podstawie a > 0 i a # 1 nazywamy doktadnie jedno
rozwigzanie rownania a® = b. Oznaczamy je symbolem log,, b.

Wiadomo, ze przy dowolnych a, b, ¢ dodatnich, przy czym ¢ # 1, mamy
log.(ab) = log,a + log,.b, log, % =log,a —log.b, log.(a’) =blog, a

oraz, jesli a # 1, to




