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Twierdzenie 8.9 (wzor Leibniza). Przy powyZszych zaloZeniach prawdziwy jest nastepujgcy

wzor
n

0@ = 3 (3) @ 0o dia hadego o € 4

k=0
gdzie fO = f, ¢ =g.

Zajmiemy si¢ teraz zagadnieniem przyblizania funkcji w otoczeniu pewnego punktu przy
pomocy wielomianu. Doktadniej, niech bedzie dana funkcja f: A — R, majaca w punkcie
xg € [a, b] wszystkie pochodne do rzedu n wtacznie. Mozemy formalnie napisa¢ wielomian

f'(x0) S (o)

(x —xo) + ...+ (x — x)",

ktérego pochodne w punkcie o do rzedu n wacznie (w tym PO (xq; 20) = Py (z0;20) = f(20)),
pokrywaja sie z pochodnymi odpowiedniego rzedu funkcji f w punkcie xg.

Definicja 8.9. Algebraiczny wielomian okreslony powyzszym wzorem nazywa sie wielomianem
Taylora rzedu n funkcji f w punkcie xg.

Oznaczmy f(z) — P,(zo;x) = mp(x0; x). Wielkosé te nazywamy resztg lub, dokladniej, n-tg
resztq we wzorze Taylora:

f(n) ()

n!

f'(x0)
f@) = flao) +

Nastepujace twierdzenie podaje informacje o reszcie w powyzszym wzorze.

(x — o) + ...+ (x — x0)" + rp(zo; ).

Twierdzenie 8.10 (Taylor). Jezeli na przedziale domknietym o koticach xq, x funkcja f jest
ciggla razem ze swoimi pochodnymi do rzedu n wlgcznie, a w wewnetrznych punktach tego
przedziatu posiada ona pochodng rzedu n+ 1, to dla dowolnej funkcyi ¢ cigglej na tym przedziale
1 majgcej rozng od zera pochodng w jego wewnetrznych punktach, mozna znaleZé taki punkt
€ € (xo,x), 2e @ @)

P\T) — P To) (n+1 n

Wf( )(f)(x—g) :

Ktadac w powyzszym wzorze p(x) = z — t, otrzymujemy

rn(To; ) =

e 2) = - fO(E) (@ — (o — ),

Powyzszy wzor nazywamy resztqg Cauchy’ego.

Przy obliczaniu granic czesto bywa przydatne nastepujace

Twierdzenie 8.11 (regula de I'Hospitala). Niech funkcje f: (a,b) — R i g: (a,b) — R bedg
rozniczkowalne na przedziale (a,b) (—oo < a < b < +00), przy czym ¢ (x) # 0 dla kazdego
z € (a,b) oraz
f'(@)
g'(x)
Wowczas w kazdym z dwéch przypadkow:

— A przyr —a+0 (—oo <A< +00).
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1° f(x) = 0ig(x) =0 przyx — a+0,
lub
2° g(x) — +oo przy x — a + 0,

mamy

Lx)—mél przy x — a + 0.
g(x)

Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe, gdy z — b — 0 lub gdy w 2° g(z) — —o0.

8.4. BADANIE PRZEBIEGU ZMIENNOSCI FUNKCJI

Zajmiemy sie wpierw warunkami monotonicznosci funkcji rézniczkowalnych.

Twierdzenie 8.12. Miedzy charakterem monotonicznodci funkcji rézniczkowalnej f: (a,b) — R
i znakiem jej pochodnej f' na tym przedziale zachodzq nastepujgce zwiqzki:

f'(x) > 0= f jest $cisle rosngca = f'(x) > 0,

() > 0= f jest rosngca = f'(x) > 0,

() = 0= [ jest funkcjq stalg = f'(x) =0,

(

(

"z
"
() < 0= f jest malejgca = f'(x) <0,

() < 0= f jest scisle malejgca = f'(x) <0

f
f
f
f

(w powyzszych implikacjach warunki sformufowane przy pomocy pochodnej zachodzg dla kazdego
z € (a,b)).
Ponadto, jesli f'(x) # 0 dla kazdego = € (a,b), to funkcja f jest réznowartosciowa.

Whniosek 8.4. Jesli f,g: (a,b) — R oraz f'(z) = ¢'(z) dla kaZdego x € (a,b), to istnieje stala
c € R taka, ze f(x) = g(z) + ¢ dla kazdego x € (a,b).

Twierdzenie 8.13 (warunek dostateczny na istnienie ekstremum w terminach pierwszej pochod-
nej). Niech f: U(xg) — R bedzie funkcjg okreslong w otoczeniu punktu xo, ciggle w tym punkcie
i rozniczkowalng w jego sgsiedztwie S(xo) = U(xo) \ {zo}. Niech S_(z¢) = {x € U(xg) : x < o}
oraz Sy (xg) ={x € U(xg) : xg < x}. Wowczas:

(a) jesli f'(z) <0 dla kazdego x € S_(xg) oraz f'(x) < 0 dla kaidego x € Sy (x0), to f nie
posiada ekstremum w punkcie xg;

(b) jesli f'(x) < 0 dla kazdego x € S_(xg) oraz f'(x) > 0 dla kaZdego x € Sy (xo), to f posiada
w punkcie xq silne minimum lokalne (to znaczy f(x) > f(xo) dla pewnego otoczenia punktu

Io);

(c) jesli f'(x) > 0 dla kazdego x € S_(x¢) oraz f'(x) < 0 dla kazdego x € Sy (xo), to f posiada
w punkcie xqy silne maksimum lokalne;
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(d) jesli f'(x) > 0 dla kazdego x € S_(x¢) oraz f'(x) > 0 dla kazdego x € Si(xg), to f nie
posiada ekstremum w punkcie xg.

Twierdzenie 8.14 (warunek dostateczny na istnienie ekstremum w terminach pochodnych
wyzszych rzedéw). Niech funkcja f: U(xg) — R okreslona w otoczeniu U(xgy) punktu xq, posiada
w tym punkcie pochodne do rzedu n wigcznie (n > 1; o n-tej pochodnej zaktadamy cigglosé
w punkcie o).

Jesli f'(xg) = ... = f U (29) = 04 f™(xg) # 0, to przy n nieparzystym w punkcie g
ekstremum nie ma, a przy n parzystym ekstremum jest, przy czym jest to silne minimum lokalne,
jesli £ (zo) > 0, natomiast jesli f™ (xq) < 0, to jest w tym punkcie osiggnicte silne maksimum
lokalne.

Podamy teraz okreslenie funkcji wypuktej oraz funkcji wklestej na pewnym przedziale.

Definicja 8.10. Funkcja f: (a,b) — R nazywa sie wypukia na przedziale (a,b), jesli dla
dowolnych punktéw xi, 25 € (a,b) i dowolnych liczb A; > 0, Ay > 0 takich, ze Ay + Xy = 1,
zachodzi nieréwnosé

FAazy + Aaxe) < A f(21) + Ao f(22).

Jesli dla x1 # x5 1 Ao # 0 powyzsza nierownosé jest ostra, to funkcja f nazywa sie $cisle
wypukia na przedziale (a,b).

Geometrycznie warunek $cistej wypuktosci funkcji f: (a,b) — R oznacza, ze punkty dowol-
nego tuku wykresu leza pod sieczng przechodzaca przez konce tego tuku.

Definicja 8.11. Jesli dla funkcji f: (a,b) — R spelniona jest nieréwnosé
Fawr + Xoxa) > A f(x1) + Ao f(22)

dla dowolnych punktéw x1, x5 € (a,b) i dowolnych liczb Ay > 0, Ay > 0 takich, ze A\ + Xy = 1, to
méwimy, ze funkcja f jest wklesta na przedziale (a,b), lub czesciej, ze jest ona wypukla w gore
na tym przedziale w odréznieniu od funkcji wypuktej, ktérg wtedy nazywamy wypukte w dot na
tym przedziale.

Twierdzenie 8.15. Na to, by rdiniczkowalna na przedziale (a,b) funkcja f o wartosciach
rzeczywistych byla wypukla (w doét) na tym przedziale (a, b), potrzeba i wystarcza, by jej pochodna
f' byla rosngca na przedziale (a,b). Przy tym Scistemu wzrastaniu pochodnej f' odpowiada Scista
wypukto$é funkcji f.

Whniosek 8.5. Na to, by funkcja f: (a,b) — R, majgca drugg pochodng na przedziale (a,b), byla
wypukta (w dét) na tym przedziale, potrzeba i wystarcza, aby f"(x) > 0 dla kaZdego x € (a,b).
Jesli f"(x) > 0 dla kazdego = € (a,b), to jest to warunek wystarczajgcy dla Scistej wypuktosci

funkcyi f.



ROZNICZKOWANIE 55

Analogiczne twierdzenie oraz analogiczny wniosek do powyzszych mozna podaé¢ dla funkcji
wypuklej w gore.

Definicja 8.12. Niech f: U(xzy) — R bedzie funkcja okreslona w otoczeniu U(zg) punktu
zo € R. Jedli na zbiorze S_(z¢) = {x € U(xo)|r < xo} funkcja jest wypukla w dot (w gore),
a na zbiorze Si(xg) = {z € U(xg)|zo < x} jest wypukta w gére (w dol), to punkt wykresu
(xo, f(z0)) nazywa sie jego punktem przegiecia.

Uwaga 8.2. (a) Jedli funkcja f: U(xg) — R jest rézniczkowalna oraz istnieje f”(zg) i punkt
(xo, f(z0)) jest punktem przegiecia, to poniewaz f'(z) posiada w punkcie xy maksimum

lub minimum lokalne, zatem f”(zq) = 0.

(b) Jedli druga pochodna f” jest okreslona w otoczeniu U(xg) i w S_(xy) posiada ona jeden
staty znak, a w S, (zg)- wszedzie znak przeciwny, to jest to warunek wystarczajacy na to,
zeby f'(x) w S_(z9) i w Sy (x9) byta monotoniczna, ale posiadalta ona rézny charakter
monotonicznosci w tych zbiorach. Wobec Twierdzenia 8.15, punkt (xo, f(zo)) jest punktem
przegiecia.

Przy konstrukcji wykreséw funkcji rzeczywistych uzyteczne jest pojecie asymptoty.

Definicja 8.13. Prosta y = ¢y + c1x nazywa sie asymptotqg wykresu funkcji f: R — R przy

r — —oo (lub przy z — +00), jesli
f(z) = (co+c1x) - 0 przy ¢ — —oco (lub przy z — +00).

Jesli przy x — a — 0 (lub przy x — a +0), | f(z)] — +o0, to jest jasne, ze w tym przypadku
wykres funkcji f, w miare zblizania sie x do a, bedzie coraz szybciej zbliza¢ sie do prostej pionowej
x = a. Te prosta nazywamy asymptotq pionowq, w odroéznieniu od asymptoty wprowadzonej
powyzej, ktora czesto nazywa sie asymptotq ukosng.

7 powyzszej definicji jest jasne, ze ¢; = lim @, co = lim (f(z) — c1z). Te wzory sa
r——00 r——00
stuszne rowniez w przypadku, gdy x — +o0.
Na zakonczenie niniejszego rozdziatu zajmiemy sie krotko rozniczkowaniem funkeji o warto-

Sciach zespolonych.

Uwaga 8.3. (a) Definicja 8.1 moze by¢ zastosowana bez jakichkolwiek zmian w przypadku
funkcji f: A — C, gdzie A C R.

(b) Jesli f1 i fo sa odpowiednio czescia rzeczywista i czescia urojona funkcji f, to znaczy
jesli f(z) = fi(x) +ife(z) dla z € A, gdzie fi(x) i fo(x) sa funkcjami rzeczywistymi, to
oczywiscie

f'(@o) = filwo) + if3(wo),
przy czym f jest rozniczkowalna w punkcie xy wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje fi i fo sa

rozniczkowalne w tym punkcie.



ROZNICZKOWANIE 56

(c) Definicja 8.1 moze by¢ réwniez bez jakichkolwiek zmian zastosowana w przypadku funkeji
f: A—C, gdzie A C C.
Dodajmy, ze funkcje f: A — C, gdzie A C C, nazywamy analityczng w zbiorze A, jesli
posiada ona pochodna f'(z) w kazdym punkcie z € A.



