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Wstep

Pojecie przestrzeni metrycznej hiperwypuklej zostalo po raz pierwszy
zdefiniowane przez N. Aronszajna i P. Panitchpakdiego w pracy Extension
of uniformly continuous transformations and hyperconver metric spaces,
opublikowanej w 1956 roku w Pacific Journal of Mathematics [1]. Pra-
ca ta jest poswiecona m.in. wykazaniu pewnej wersji twierdzenia Hahna—
—Banacha o rozszerzaniu. Okazuje sie, ze jesli w klasycznym twierdzeniu
Hahna—Banacha zastapimy funkcjonaly operatorami o wartosciach w do-
wolnej przestrzeni Banacha, przestaje ono byé prawdziwe; dowodzi sie, ze
pozostaje ono stuszne, gdy ograniczymy sie do rozwazania operatoréw o war-
tosciach w tzw. przestrzeniach Hahna—Banacha. Przestrzenie te mozna zde-
finiowa¢ nie odwolujac sie do ich struktury liniowej, a jedynie metrycznej,
i przenoszac definicje na przestrzenie metryczne otrzymujemy definicje prze-
strzeni metrycznej hiperwypuktej. Oczywiscie, w przypadku odwzorowan
o wartosciach w przestrzeni metrycznej nie mozna méwié¢ o ich liniowosci
czy normie, ale dla odwzorowan ciggltych w sensie Lipchitza mamy analogon
normy w postaci statej Lipschitza odwzorowania. Aronszajn i Panitchpakdi
pokazali, ze odwzorowanie lipschitzowskie okreélone na podzbiorze przestrze-
ni metrycznej i o wartosciach w przestrzeni hiperwypuktej mozna przedtuzy¢
na cala przestrzen z zachowaniem stalej Lipschitza (w istocie pokazali oni
wiecej, stosujac ogdlniejsze od statej Lipschitza pojecie modutu jednostajnej
ciaglosci 1 badajac szersza klase odwzorowan niz lipschitzowskie).

Jakkolwiek hiperwypuklo$é jest pojeciem bardzo réznym od wypuktosci,
to jednak istnieja pewne analogie miedzy nimi. Przykladem takiej analogii
jest zwiazek z retraktami: zaréwno wypukle podzbiory przestrzeni unormo-
wanych, jak i przestrzenie metryczne hiperwypuktle sa retraktami absolut-
nymi. (Nie jest to niespodzianka, jako ze istnienie retrakcji jest rownowazne
z przedtuzalnoscia odwzorowania identycznos$ciowego, ktérg mozna wyka-
zaé korzystajac ze wspomnianego twierdzenia typu Hahna-Banacha.) Druga
wazna analogia jest zwigzana z pojeciem powloki wypuktej. Mozna si¢ po-
kusié¢ o zdefiniowanie analogicznego pojecia powloki hiperwypuklej podzbio-
ru przestrzeni hiperwypuklej, choé¢ jest to znacznie trudniejsze. Przyczyna
trudnoéci lezy w tym, ze w odroznieniu od przypadku zbioréw wypuktych,
przekrdj rodziny zbioréow hiperwypuklych moze nie byé¢ hiperwypukty. Oka-

zuje sie jednak, ze przekrdj fancucha zbioréw hiperwypuklych zawsze ma
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te wlasno$¢ (o ile nie jest pusty), zatem istnienie powloki hiperwypukle;
jest konsekwencja lematu Kuratowskiego—Zorna. (Oczywiscie nie ma tutaj
mowy o jednoznacznosci; jest interesujace, ze mozna wykazaé¢ jednoznacz-
nos¢ z dokladnoscig do izometrii oraz ze dowdd przebiega z zastosowaniem
twierdzenia o punkcie stalym.) Mozna tez p6jsé dalej i zdefiniowaé abstrak-
cyjna powloke hiperwypukla dowolnej przestrzeni metrycznej; opis takiego
obiektu podat Isbell w 1964 roku w pracy Six theorems about injective metric
spaces [13].

W roku 1978, niezaleznie R. C. Sine [17] i P. Soardi [18] wykazali (choé
nie stosowali jawnie pojecia hiperwypuklosci), ze nierozszerzajace odwzo-
rowanie ograniczonej przestrzeni hiperwypuklej w siebie ma punkt staly;
twierdzenie to w tej postaci zostalo udowodnione w pracy J. B. Baillo-
na Nonexpansive mappings and hyperconver spaces, opublikowanej w 1988
w Contemporary Mathematics [2]. Od tego czasu uzyskano liczne twierdzenia
o punktach statych w przestrzeniach hiperwypuktych. Wiele klasycznych re-
zultatéw znanych z analizy wypuklej ma swoje hiperwypukte odpowiedniki:
dotyczy to np. twierdzenia Schaudera o punkcie staltym, twierdzenia Darbo—
—Sadowskiego czy twierdzenia Moncha. Twierdzenia o punkcie statym dla
odwzorowan przestrzeni hiperwypuklych znajduja zastosowanie np. w teorii
réwnan caltkowych w przestrzeniach typu L™, ktére (przy pewnych zaloze-
niach co do miary) sa hiperwypukle.

Praca niniejsza podzielona jest na cztery rozdzialy. W pierwszym roz-
dziale zebrano konwencje i oznaczenia przyjete w calej pracy. Rozdziatl drugi
jest poswiecony wprowadzeniu pojecia i podstawowych wlasnosci przestrze-
ni metrycznych hiperwypuktych. W rozdziale trzecim zebrano twierdzenia
o punkcie staltym dla przestrzeni hiperwypuktych. Przyktadowe zastosowa-
nie twierdzenia o punkcie stalym w przestrzeniach hiperwypuktych do teorii

réwnan catkowych jest trescia ostatniego, czwartego rozdziatu.



Rozdzial 1

Preliminaria

W calej pracy przyjeto nastepujace konwencje i oznaczenia.

Symbol := oznacza ,réwna si¢ z definicji”; bedzie on uzywany nie tylko
w definicjach, ale i w rozumowaniach, aby podkredli¢, ze pewne réwnosci
wynikaja wprost z definicji. Stosowany niekiedy zapis y =: x jest oczywiscie
rOWNnoznaczny z & :=y.

Zbiory oraz rodziny indeksowane zapisywane sa w nawiasach klamro-
wych, np. {1,2,...,n}, {z € R: x> 0}, {x;}icsr. Jesli zbidr jest (przynaj-
mniej czesciowo) uporzadkowany, to podkreslamy ten fakt stosujac nawiasy
tréjkatne w miejsce klamrowych; w szczegélnoscei np. (z,,)22 | oznacza ciag,
a (z,y) pare uporzadkowana.

Stowo ,,porzadek” bez przymiotnika oznacza ,.czesciowy porzadek”. Na-
turalnym porzadkiem w rodzinach zbioréw jest inkluzja, zas w rodzinach
funkcji okreslonych na pewnym ustalonym zbiorze i o wartosciach rzeczywi-
stych relacja niewiekszosci punktowej. Bedzie tez zachodzila potrzeba rozpa-
trywania porzadku w pewnych rodzinach odwzorowan posiadajacych rézne
dziedziny; porzadek taki zostanie okreslony w definicji 2.2.2.

Nie odrézniamy w zapisie symbolicznym odwzorowan 71: X — Y,
To: X — Yo, oile Ti(z) = Ta(x) dla = € X. JeSli jednak uzywamy
okredlen ,homeomorfizm”, ,izometria”’, ,identyczno$¢”, to zakladamy su-
riektywnos¢ odpowiedniego odwzorowania; w przeciwnym przypadku mo-
wimy o ,zanurzeniu” (homeomorficznym, izometrycznym, identycznoscio-
wym). Jedli T: X — Y jest iniekcja, ale niekoniecznie suriekcja, to przez
odwzorowanie odwrotne do T rozumiemy odwzorowanie 7 ': T(X) — X
odwrotne w zwyklym sensie do bijekcji T: X — T'(X). Dla odwzorowania
T: X — X przez T" rozumiemy n-krotne ztozenie odwzorowania T ze soba;
w szczegblnosci T := T, a TO := Ix jest identycznoscia na X.

Stowo ,,przestrzen” oznacza przestrzen metryczna, chyba ze zaznaczo-
no inaczej. Metryke w przestrzeni X bedziemy oznaczali przez dx; zamiast
(X, dx) bedziemy czesto pisa¢ po prostu X. Kule domknieta w przestrzeni X
o érodku i promieniu r > 0 oznaczamy przez Bx (z,7). Czesto bedziemy pi-
saé po prostu d, B(z,r) w miejsce dx, By (z,r) itp.; jesli bedziemy stosowali
np. to samo oznaczenie na metryke w réznych przestrzeniach, z kontekstu
bedzie wowczas jednoznacznie wynikaé, o jakiej przestrzeni mowa.

Przyjmujemy zwykla umowe, ze infimum zbioru nieograniczonego z dotu
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to —oo, a pustego +o0o i analogicznie dla supremum. Stosujac zapis [a, b] :=
{zx € R:a <z <y}, przyjmujemy implicite, ze —oco0 < a < b < +00.

Symbol typu sup f oznacza supremum wartoéci funkcji f po jej dzie-
dzinie. Dzialania na funkcjach rzeczywistych i relacje miedzy nimi nalezy
rozumieé¢ w sensie punktowym, np. gdy f,g: X — R, to |f — g jest funkcja
przyporzadkowujaca punktowi x € X liczbe |f(z) — g(z)|, zas zapis f < g
oznacza, ze f(x) < g(z) dla z € X (w szczegdlnosci, gdy ¢ € R jest stala,
zapis f < ¢ znaczy, ze f(z) < ¢ dla x € X; méwimy woéwczas niekiedy
o funkcji f, ze jest ,nieprzekraczajaca’ stalej c).

Litery , j (by¢ moze z indeksami) oznaczaé¢ beda elementy zbioru wskaz-
nikéw (zwykle 1), z wyjatkiem przykladu 2.2.3, gdzie i oznacza po prostu
jednostke urojong. Dla formalnosci bedziemy zakladaé, ze jesli wyraznie nie
zaznaczono, ze jest inaczej, to zbiory indekséw I oraz A nie zawieraja takich
elementéw, jak 0,1, 2 itp.; zatem np. dla dowolnego i € I mamy pewnosc,
ze A;, Ao, A1, As itp. sa parami rozne.

Przez C(K), gdzie K jest zwarta przestrzenia topologiczna Hausdorffa,
bedziemy rozumieé przestrzen Banacha ciaglych funkcji rzeczywistych okre-
Slonych na K ze zwykla norma || - ||oo; gdy K := [a,b] jest przedzialem
prostej, bedziemy pisa¢ Cla, b] zamiast C([a, b]). Symbolem L>[a,b] bedzie-
my oznaczaé przestrzen Banacha (klas) funkcji istotnie ograniczonych okre-
lonych na przedziale [a,b] i przyjmujacych wartosci rzeczywiste, z norma
| fllco := esssup f. Elementy przestrzeni L*°[a,b] bedziemy tradycyjnie na-
zywaé funkcjami i pisaé¢ np. f(¢) na oznaczenie wartosci funkcji f € L*°[a, b]
w punkcie ¢, pamietajac, ze utozsamiamy funkcje réwne prawie wszedzie.
Oczywiscie relacje mniejszosci itd. w takich przestrzeniach réwniez rozumie-
my jako zachodzace prawie wszedzie.

Symbol [ bedzie zawsze oznaczal calke Lebesgue’a. Zamiast ,funkcje
mierzalne w sensie Lebesgue’a” bedziemy moéwié¢ krotko ,funkcje mierzal-
ne”; poniewaz nie bedziemy rozwaza¢ innych o-algebr (z wyjatkiem przy-
ktadu 2.1.2), nie doprowadzi to do niejednoznacznosci.

Rozwazajac w rozdziale 4 rownania catkowe, funkcje niewiadoma bedzie-

my zawsze oznaczac litera x.
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Przestrzenie hiperwypukle

W paragrafie 2.1 zdefiniowano pojecie przestrzeni hiperwypuktlej, po-
dano szereg przykladéw takich przestrzeni oraz wykazano klasyczne twier-
dzenie Baillona o niepustosdci i hiperwypuktosci przekroju tancucha zbio-
row hiperwypuktych. Paragraf 2.2 rozpoczyna sie sformutowaniem znanego
twierdzenia Hahna—Banacha, by przej$é¢ do dyskusji jego odpowiednika dla
przestrzeni metrycznych wraz z twierdzeniem odwrotnym. Rozpoczeto tak-
ze omawianie zwiazku miedzy przestrzeniami hiperwypuklymi a tzw. nie-
rozszerzajacymi retraktami absolutnymi. Paragraf 2.3 jest poswiecony po-
jeciu powtoki hiperwypuktlej. Dowodzimy istnienia powloki hiperwypuklej
podzbioru przestrzeni hiperwypuktej oraz dowolnej przestrzeni metrycznej,
a takze omawiamy kilka wtasnosci tego pojecia. Zaprezentowana teorie sto-
sujemy do pelnego scharakteryzowania przestrzeni hiperwypuklych w jezyku

retraktow.

2.1. Podstawowe wlasnosci

Zdefiniujemy najpierw pojecie przestrzeni metrycznej hiperwypuklej

oraz podamy pewne jego wlasnosci.

Definicja 2.1.1. Przestrzen metryczna (X, d) nazywamy hiperwypuklq, je-
§li dla kazdej rodziny kul domknietych {B(z;,7;)}icr spelniajacej warunek
d(z;, ;) <ri+rj dlai,j € I przekrdj ey B(wi, ;) jest niepusty.

Uwaga 2.1.1. Zauwazmy, ze warunek d(z1,z2) < r1 + ro jest slabszy niz
warunek B(z1,71) N B(z2,m2) # 0. Istotnie, wybierajac y € B(x1,71) N
B(xg,79) mamy d(z1,z2) < d(x1,y) + d(y,z2) < r1 + ro. Dla dowodu, ze
implikacja w druga strone nie musi zachodzi¢, potézmy X := {0,1} C R

L. woéwezas B(x1,71) N

ze zwykla metryka, x1 1= 0, xg := 1,11 = 13 == 353

B(%Q,T‘Q) - @, mimo ze d($1,$2) < 1 + 9.

Oba warunki z uwagi 2.1.1 sa w oczywisty sposéb réwnowazne w tzw.

przestrzeniach catkowicie wypuktych.

Definicja 2.1.2. Przestrzen metryczna (X, d) nazywamy calkowicie wypu-
klg, gdy dla dowolnych x1,x9 € X i takich di,dy > 0, ze dy + da = d(z1, z2)
istnieje y € X spelniajace d(z1,y) = dy i d(z2,y) = da.
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Uwaga 2.1.2. Wprost z definicji wynika, ze kazda przestrzen hiperwypukta

jest catkowicie wypukta.

Przyktad 2.1.1. Prosta rzeczywista (z naturalna metryka), a takze dowol-
ny przedzial domkniety sg przestrzeniami hiperwypuklymi. Istotnie, w Swie-
tle powyzszych rozwazan wystarczy wykazaé, ze dowolna rodzina przedzia-
téw domknietych ograniczonych parami przecinajacych si¢ ma niepusty prze-
krdj (istotnie, kule domkniete w R to po prostu przedzialy domkniete i ogra-
niczone, za$ caltkowita wypuklo$é R jest oczywista). Niech {[a;, b;]}icr bedzie
taka rodzina. Poniewaz dla dowolnych 4, j € I mamy [a;, bj|N[a;, bj] # 0, wiec

< b; dla dowolnych i, j € I; w szczegblnosci zbiér {a; }icr jest ograniczony
z gory. Kladac ag := sup;c; a;, mamy a; < ap < b; dla dowolnego 7 € I, wigc

Nierlai, bi] # 0.
Kolejnych przyktadéw przestrzeni hiperwypuktych dostarcza nastepuja-

ce twierdzenie.

Twierdzenie 2.1.1. Niech {(X;, d;) }ier bedzie rodzing przestrzeni hiperwy-
puktych. Wybierzmy punkt a := {a;}icr € [I;e; Xi oraz zdefiniugmy metry-
ke d na zbiorze X = {{z;i}tier € [lier Xi : sup;es di(wi, a;) < oo} wzorem
d({zi}ier, {vitier) == sup;er di(2i, yi). Wowcezas (X, d) jest przestrzenig me-
tryczng hiperwypuklq.

Dowdd. Niech {z; : i € I}, {y; : i € I} € X; mamy d({z;}ier, {vi}ier) =
sup;er di(zi,vi) < sup;er(di(zi, ai)+di(a;, yi)) < +00; jest wiec oczywiste, ze
funkcja d jest metryka. Zauwazmy teraz, ze dla dowolnych x := {x;};c; € X
oraz r > 0 mamy Bx(x,r) = [[,c; Bx, (i, ). Istotnie,
Bx(z,7) = {{yi}ier € X 1 d(z,y) <71} =
- {{yz}zel S HX sup d; (yuaz) < 00, supd; (xlvyl) X @

el iel el
{{yz}zel S HX Supd (xzvyz) X } =
iel el
= H{yz € X di(zi,y;) <r}=
i€l
=[] Bx, (@i, )
i€l

gdzie réwnosé¢ (x) wynika stad, ze warunek sup;c;d;(x;,y;) < r implikuje,
ze sup;cr di(yi, a;) < sup;er(di(yi, x) + di(z4,a;)) < +o0.

Niech teraz {Bx(xx,7x)}ren, gdzie 2y = {zx;}icr, bedzie rodzina kul
domknietych w X, przy czym d(zy,,zx,) < 7y + 7, dla A1, A2 € A Z po-
wyzszych rozwazaf wynika, ze Bx(xx,7)\) = [lies Bx, (x4,7)), Mamy za-
tem Myea Bx (2x,72) = Maea [lier Bx, (@xi72) = [Lier Naea Bx, (@x72);
poniewaz dla dowolnych j € I oraz A, Ay € A zachodzi dj(xy, j,Zx, ;) <
sup;er di(xx, i, Txgi) < d(xy,,Ty,), wiec hiperwypuklo§é przestrzeni X;
dla i € I gwarantuje niepustoé¢ kazdego z przekrojow (Myea Bx, (Tri,T2),

co konczy dowdd. O
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Przyklad 2.1.2. Niech # bedzie miara liczacg na o-algebrze wszystkich
podzbioréw niepustego zbioru Q. Wéwcezas przestrzen 1°°(€2, 22, #) rzeczy-
wistych funkeji ograniczonych na € z klasyczna norma || - || jest hiper-
wypukla na mocy twierdzenia 2.1.1 przy a := {0},ecq. W szczegblnosci
dla dwuelementowego zbioru ) otrzymujemy hiperwypuktosé plaszczyzny

z metryka ,maksimum”.

Podamy teraz bez dowodu dwa twierdzenia dotyczace hiperwypuklosci
przestrzeni Banacha oraz pewna metode konstrukcji przestrzeni metrycz-

nych hiperwypuktych.

Twierdzenie 2.1.2. Przestrzeri L>[a,b] funkcji istotnie ograniczonych na

przedziale [a,b] z miarg Lebesque’a jest hiperwypukia.

Twierdzenie 2.1.3. Na to, aby przestrzen Banacha E byla hiperwypukla,
potrzeba i wystarcza, aby byla ona izometrycznie izomorficzna z przestrze-
nig C(K) funkcji cigglych na pewnej przestrzeni topologicznej Hausdorffa

catkowicie niespojnej 1 zwartej K.

Definicja 2.1.3. Niech C' C X bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni
metrycznej X. Méwimy, ze C jest zbiorem Czebyszewa (w przestrzeni X),
gdy dla dowolnego = € X istnieje dokladnie jeden taki punkt a € C, ze

d(z,a) = infyec d(x,y); punkt taki bedziemy oznaczaé¢ przez xP.

Twierdzenie 2.1.4. Niech (X, || - ||) bedzie rzeczywistq przestrzeniq unor-
mowang, a C zbiorem Czebyszewa w X. Zaldimy, Ze do jest takg metrykg
na C, Ze przestrzen (C,dc) jest hiperwypukia. Okreslmy funkcje d: X x X —

[0, 4+00) wzorem

dr.y) = |z —yll, gdyxP =yP oraz punkty x,zP,y sq wspélliniowe,
’ |z — 2P| + de (2P, yP) + ||yP —yl|  w przeciwnym przypadku.

Wéwczas d jest metrykq na X; co wiecej, przestrzen (X, d) jest hiperwypukla.

Przyktady 2.1.3. Niech X := R? z metryka euklidesows. Okreslajac
C = {(0,0)} i stosujac twierdzenie 2.1.4, wnosimy, ze znana metryka ,me-
tra paryskiego” jest hiperwypukla. Gdy C := {(z,0) € X : = € R} oraz
do((z,0), (y,0)) := |z — y|, twierdzenie 2.1.4 pozwala wywnioskowaé hiper-

wypuklosé plaszczyzny z metryka ,rzeka”.
Twierdzenie 2.1.5. Przestrzen metryczna hiperwypukla jest zupeina.

Dowdd. Niech (x,)0%; bedzie ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni hiperwy-
puktej X. Dla dowolnego ¢ > 0 istnieje wigc takie k., ze d(xp,z,) < €
dla m,n > k.. Polézmy B. := B(xy,,¢) dla € > 0; nietrudno zauwazyé, ze
dla €1,e2 > 0 mamy d(zk, ,7k,,) < €1 + 2. Poniewaz X jest hiperwypu-
kta, wigc A 1= (\.5oB: # 0. Oczywiscie A jest zbiorem jednopunktowym,
poniewaz gdyby z,y € A dla pewnej pary réznych punktéw z,y € X, to
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dla kazdego € > 0 mielibysmy x,y € B, wiec d(z,y) < 2¢ i wobec dowol-
nosci € > 0 otrzymalibySmy x = y—sprzeczno$¢. Niech A = {x}; wykaze-
my, ze lim, o zn, = x. Wybierzmy € > 0; wowczas dla n > k., mamy
d(zk, ,,,2n) < 5. Jako ze x € B, := B(wy .20 5), mamy tez d(z,zy,_,) < 3,

zatem d(z,x,) <&, oilen > ke/2, 1 dowod jest zakonczony. O

Zdefiniujemy teraz kilka pojeé¢, ktére nastepnie wykorzystamy przy do-
wodzeniu niektérych twierdzen o przestrzeniach hiperwypuktych i podamy

pewne ich wlasnosci.

Definicje 2.1.4. Niech A bedzie niepustym i ograniczonym podzbiorem
przestrzeni metrycznej X. Dla dowolnego x € X oznaczmy r,(A) :=
sup{d(x,y) : y € A}. Promieniem zbioru A (wzgledem X) bedziemy nazywali
liczbe 7x (A) := inf{ry(A) : z € X}. Srednice zbioru A definiujemy wzorem
diam A := sup{d(z,y) : x,y € A}. Srodkiem zbioru A (w X) nazywamy
zbiér Cx (A) :={x € X : rz(A) = rx(A)}. Wreszcie, przez covx A bedziemy
rozumie¢ przeciecie wszystkich kul domknietych w X zawierajacych A.

W przypadku, gdy nie bedzie watpliwosci, w jakiej przestrzeni jest za-
nurzony zbiér A, bedziemy pisaé r(A), C(A) i cov A zamiast rx(A), Cx(A)

i covx A odpowiednio.

Uwaga 2.1.3. Nietrudno zauwazyé, ze rz(A) = min{r > 0 : A C B(x,r)}
dla kazdego x € X. Istotnie, niech rg := inf{r > 0 : A C B(x,r)}. Jesli
y € Ai A C B(x,r), to d(z,y) < r; biorac infimum po takich r > 0, ze
A C B(wx,r) i supremum po y € A, otrzymujemy 7.(A4) < 7. Z drugiej
strony, A C B(z,r(A)) i stad 79 < r,(A) dla dowolnego = € X. Aby
wykazaé, ze infimum jest osiggane, wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnego

niepustego D C [0, +00) mamy (,ep B(z,r) = B(z, inf D).

Lemat 2.1.6. Niech A bedzie niepustym i ograniczonym podzbiorem prze-
strzeni metrycznej X. Wowczas
(1) cov A = Muex Bz, ra(A)):
(2) ry(covA) =ry(A) dla z € X;
(3) rlcov A) = r(A);
(4) C(4) = Nyes Bla,r(4)).

Dowdd. (1) Poniewaz A C B(x,7.(A)) dla kazdego z € X, wiec
covA C Nyex B(z,r:(A)). Z drugiej strony, gdy A C B(z,r) dla pew-
B(z,r). Otrzy-
B

(z,7), a wiec

nego © € X, wowezas r,(A) < r i stad B(z,r.(A))
mujemy zatem (\,cx B(y,ry(4)) € B(x,r), o ile A
Nyex B(y,ry(A)) C cov A.

(2) Ustalmy « € X. Poniewaz cov A = \,cx B(z,7.(A)), wiec warunek
y € cov A implikuje y € B(x,7,(A)). Stad d(,y) < r(A) dla dowolnego y €

C
-

cov A, a zatem r,(cov A) = sup{d(z,y) : y € cov A} < rp(A). Nieréwnosé
W przeciwng strone jest oczywista.

(3) Wystarczy zastosowaé¢ punkt (2) i definicje promienia zbioru.
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(4) Oznaczmy dla wygody C := ,c4 B(z,7(A)). Niech y € C(4), czyli
ry(A) = sup{d(z,y) : € A} = r(A). To oznacza, ze dla kazdego = € A
mamy d(z,y) < r(A), a wiec y € B(z,7(A)) i w konsekwencji y € C.
Wobec dowolnosci y € C'(A) oznacza to, ze C(A) C C. Niech teraz y € C,
czyli d(z,y) < r(A) dla dowolnego = € A. Biorac supremum po z € A
otrzymujemy r,(A) < r(A); nieréwnos¢ przeciwna wynika wprost z definicji
promienia zbioru. Skoro wiec dla dowolnego y € C' mamy r,(A) = r(A),
musi by¢ y € C(A), a zatem C C C(A) i dowdd jest zakonczony. O

Lemat 2.1.7. Niech A bedzie niepustym i ograniczonym podzbiorem prze-
strzeni metrycznej hiperwypuklej X. Wowczas

(1) AC B(x, §diam A) dla pewnego x € X;
(2) r(A) = 1dlamA
(3) diam covA diam A;
(4) C(4) £
(5) jesli A C C’(A) to A jest zbiorem jednopunktowym;
(6)
A CY jest niepusty i ograniczony, to Cy(A) = Cx(A)NY.

jesli'Y jest niepustym i hiperwypukiym podzbiorem przestrzeni X oraz

Dowdd. (1) Rozwazmy rodzine kul {B(a, 3 diam A)}sca. Dla a,b € A
mamy d(a, b) < diam A, a zatem przekrdj e 4 B(a, % diam A) jest niepusty.
Niech x nalezy do tego przekroju; woéwczas d(z,a) < %diamA dla kazdego
a€ A, czyli AC B(z, % diam A).

(2) Z punktu (1) oraz uwagi 2.1.3 wynika natychmiast, ze r(A) <
%diam A. Dla dowodu nieré6wnosci w przeciwng strone zauwazmy, ze dla
a,b € A oraz v € X mamy d(a,b) < d(a,x) + d(b,z) < 2r;(A); wystarczy
wiec wzigé supremum po a,b € A i infimum po x € X.

(3) Teza wynika z punktu (2) i z punktu (3) lematu 2.1.6.

(4) Zauwazmy, ze dla xz,y € A zachodzi d(x,y) < diam A = 2r(A).
Wystarczy teraz zastosowaé¢ wzér z punktu (4) lematu 2.1.6 i skorzystaé
z hiperwypuklosci X.

(5) Zal6zmy dla dowodu nie wprost, ze A zawiera przynajmniej dwa
punkty; wéwczas diam A > 0. Niech z,y € A beda takimi punktami, ze
d(z,y) > 4 diam A. Mamy y € B(z,7,(A)) = B(z,7(A)) = B(z,  diam A),
gdzie pierwsza réwno$é wynika z zalozenia, ze x € A C C(A), a druga
z punktu (2). Wykazaliémy wiec, ze d(z,y) < %diamA—sprzecznoéc’.

(6) Z definicji $rodka zbioru oraz z wlasnosci (2) (zastosowanej do A
jako podzbioru najpierw X, a nastepnie Y) wynika, ze Cx(A)NY = {x €
X :rg(A) =rx(AINY ={z €Y :1,(A) = Jdiam A} = {z € Y : 1,(4) =
ry(A)} = Cy(A). ]

Uwaga 2.1.4. Mozna zadaé pytanie, czy wlasnosé¢ podana w punkcie (1)
lematu 2.1.7 charakteryzuje przestrzenie hiperwypukte, tj. czy jesli kazdy
niepusty i ograniczony podzbiér A pewnej przestrzeni metrycznej X zawie-

ra sie¢ w pewnej kuli domknietej o promieniu réwnym %diam A, to pocig-
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ga to za sobg hiperwypuktos¢ przestrzeni X. OdpowiedZ jest pozytywna,
o ile ograniczymy sie do klasy przestrzeni Banacha (zob. [7]), i negatywna
w ogblnym przypadku przestrzeni metrycznych (zob. [4, Appendix]). Dla
klas przestrzeni metrycznych takich, jak przestrzenie catkowicie wypukle
czy $cisle wypukle (zdefiniowane w [11]) pytanie to pozostaje otwarte.
Pozostalta cze$é niniejszego paragrafu jest poswiecona gloéwnie wykaza-
niu twierdzenia Baillona o niepustosci przekroju tancucha zbioréw hiperwy-
puklych ograniczonych. Ma ono istotne znaczenie dla dalszej czesci pracy,
bowiem pozwala udowodnic¢ istnienie tzw. powloki hiperwypuktej podzbioru
przestrzeni hiperwypuklej w tej przestrzeni. Aby umotywowaé to twierdze-
nie, zauwazmy, ze przekrdj nawet skonczenie wielu zbioréw hiperwypuktych

moze nie by¢ hiperwypukly, co pokazuje nastepujacy przyktad.

Przyktad 2.1.4. Rozwazmy plaszczyzne X := R? z metryks ,maksimum”.
Zdefiniujmy A := {(0,0), (1,0)}, ustalmy a € [0, 1] i okreslmy

H, = {{z1,29) € X : 21 € ]0, %],:cg =z lub z1 € [%,1],:52 =a(l —xz)}.

Rozwazmy odwzorowanie i: H, — [0,1] dane wzorem i({x1,z2)) = 1.
Jest jasne, ze i jest suriekcja; pokazemy, ze jest tez izometria. Niech x :=
(x1,m2),y = (y1,y2) € Hy. Zauwazmy, ze |y2 — x2| < |y1 — z1|. Fak-
tycznie, gdy np. 1,51 € [0,3], to |y2 — x| = a1 — az1| < |y1 — s
gdy z1 € [0,3] i y1 € [3,1], to mamy 221 < 1 oraz 2y; > 1 i stad
Ta—yo = ax1—a(l-y1) = a(z1+y1—1) < z1+y1—1 < y1—x1 < |[y1—21| oraz
yo—r2=a(l-y1)—azr1 =a(l-y1—z1) < l—y1—21 <y1—21 < [y1 — 71|
i w rezultacie |y2 — z2| < |y1 — z1|; w pozostalych przypadkach rozumu-
jemy analogicznie. Stad d(z,y) = max{|x; — yi1|,|r2 — v2|} = |z1 — 1| =
d(i(z),i(y)). Odcinek [0,1] jest hiperwypukly (zob. przyklad 2.1.1), wiec
to samo dotyczy kazdego zbioru H,, jako przestrzeni z nim izometrycznej.
Zauwazmy teraz, ze Hy N H; = A; zbiér ten nie jest oczywiscie catkowicie

wypukly, wiec tym bardziej nie moze by¢ hiperwypukty.

Zanim sformutujemy i udowodnimy twierdzenie Baillona w calej ogdlno-
$ci, zdefiniujemy pewien szczegdlny typ zbioréw hiperwypuktlych, dla kté-

rych jego dowdd jest niemal natychmiastowy.

Definicja 2.1.5. Niech X bedzie przestrzenia metryczna. Niepusty pod-
zbiér A C X nazywamy dopuszczalnym (w przestrzeni X)), jesli jest on prze-
krojem pewnej rodziny kul domknietych w X. Klase wszystkich podzbioréw

dopuszczalnych w przestrzeni X oznaczamy przez A(X).

Uwaga 2.1.5. Zauwazmy, ze wprost z definicji wynika, ze przekrdj zbioréw

dopuszczalnych jest dopuszczalny, o ile nie jest pusty.

Lemat 2.1.8. Niech X bedzie przestrzenig metryczng hiperwypuklq.
(1) Dopuszczalny podzbior przestrzeni X jest hiperwypukly.

(2) Przekroj taricucha dopuszczalnych podzbioréw X jest dopuszczalny.
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Dowdd. (1) Zalézmy, ze zbiory indekséw I oraz J sa rozlaczne. Niech
A = ey Bx(xj,r;) € A(X). Niech {Ba(x;, 1) }ier © A bedzie taka ro-
dzina kul domknietych w A, ze d(zj,z;) < r; +r; dla i,j € I. Z nie-
pustoéci A oraz stad, ze x; € Bx(xj,r;) dla dowolnych i€, j € J
wynika, ze d(x;,xz;) < r; +r; dla 4,57 € I U J; poniewaz X jest hi-
perwypukla, otrzymujemy stad ;c; Ba(zi,ri) = AN Nier Bx(ziymi) =
Nies Bx (i, 7i) N Nier Bx (2i,7:) = Microg Bx (wi, i) # 0.

(2) Niech {A)}xea bedzie lancuchem zbioréw dopuszczalnych w X,
przy czym Ay = (Niep, Bx(zr;,7r;) dla A € A. Wystarczy udowodnié,
ze A = ﬂ)\EAAA = ﬂ)\eA ﬂiel,\ Bx(l'/\ﬂ',r)\’i) #* 0. Wybierzmy A1, Ao €
A oraz iy € Iy, ia € I,,. Poniewaz {A)}xcp jest lancuchem, wigc
Ay, € Ay, lub A), € A,,; niech na przyktad A, C A,,. Mamy za-
tem Ay, C Bx(@riy,Trgip); ale réwniez Ay, € Bx(r 4,704) 1 stad
Bx(2,.41,Ta1i1) N Bx (Tag.ins Thgin) 7 0. Wobec dowolnosei Ay, Aa € A oraz
i1 € I, ig € I\, oraz hiperwypuklosci X otrzymujemy A # (. O

Mozemy teraz wykazaé twierdzenie Baillona w pelnej ogdlnosci.

Twierdzenie 2.1.9. Niech X bedzie przestrzenig metryczng, a {X;}ier lan-
cuchem niepustych i hiperwypukiych podzbiorow X, z ktérych przynajmniej
jeden jest ograniczony. Wowczas (V;er Xi # 0.

Dowod. Zauwazmy wpierw, ze bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze
wszystkie zbiory X, sa ograniczone. Istotnie, niech X;, bedzie ograniczo-
ny i niech Iy := {iel : X; C X, }. Wowczas {X;}icr, jest lancuchem
hiperwypuklych i ograniczonych podzbioréw X o tym samym przekroju,
co {X;}ier-

Wprowadzimy pewne oznaczenia. Zamiast X; C X;, gdzie i,j € I, be-
dziemy pisali krotko ¢ < j; z taka relacja zbiér I jest catkowicie uporzad-
kowany, a (X;);er jest zstepujaca rodzina indeksowana zbioréw. Dla i € I
oraz A C X polézmy cov; A := N,cx, Bx(x,72(A)); zauwazmy, ze na ogdl
cov; A # covy, A, natomiast zawsze covy, A = X; N cov; A. Ponadto ope-
racja A — cov; A jest izotoniczna, tj. cov; A C cov; B dla A C B, co wy-
nika z definicji cov; i r,, oraz cov;(cov; A) = cov; A, co wynika z réwnosci
rz(covi A) = rz(A) dlaz € X (jej dowdd nie rézni sie od dowodu punktu (2)
lematu 2.1.6).

Rozwazmy nastepujaca rodzing podzbioréw produktu [];c; Xi:

Y= {1_11121@' ClLier Xi: A c AXy) dlaie I, A; C A; dlai < j},
ic
czeSciowo uporzadkowana przez inkluzje. (Zauwazmy, ze () ¢ X, co wyni-
ka z definicji zbioru dopuszczalnego.) Rodzina ta jest niepusta, poniewaz
[Licr Xi € . Wykazemy, ze w X istnieje element minimalny. Niech {Ax}ren
bedzie tancuchem w %, przy czym Ay = [Lics AM’ dla X € A. Polézmy A :=
Maea A/\ = e ILier Af\’i = H'LE{ Maea A/\,z‘- Oznaczajac Az = Mxea A/\,i
dla i € I otrzymujemy A = [[;c; Ai. Z punktu (2) lematu 2.1.8 wynika, ze
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zbiory A; sa dopuszczalne dla ¢ € I. Ponadto dla ¢ < j mamy fl)\,j - AM’
dla kazdego A € A i stad Aj = Mxea AM C MNaer AM’ = A;. Okazuje sie
zatem, ze A € ¥ ponadto jest widoczne, ze A jest ograniczeniem dolnym
tancucha {A,\}AEA. 7 lematu Kuratowskiego—Zorna wynika wiec, ze w X
istnieje element minimalny A= [Licr A;

Ustalmy jo € I i zdefiniujmy /Nll € Y wzorem /L = [Lier ﬁl’i, gdzie

~ {covjO gjo NA; dlai< jo,
Ari=19 _
A; dla ¢ #£ jo.

Aby wykazaé, ze A, € Y., zauwazmy wpierw, ze /Ijo CA dai< Jo 1 stad
CoVvj, gjo N 4; # (); oczywiscie Au jest przecieciem kul dla kazdego ¢ € I.
Dalej, dla i < j mamy A g C Ali (Istotnie, zachodzi jeden z przypadkdow:
Jo<1=x7,1=<7 <Jo, ¢ =< Jo=J. Wdwdch pierwszych powyzsza inkluzja
jest oczywista, za$ w trzecim wynika z réwnosci covj, AJ0 N AJ0 = AJO )
Mamy zatem A, € Y oraz A C A 7z minimalnoéci A wynika, ze A, = A.
W szczegoblnosci dla i < jo otrzymujemy cov A]O NA; = A, czyli zachodza
inkluzje Ajo C A4; C COVj, AJO Stad i z wspomnianych wlasnosci opera-
cji cov; wnioskujemy, ze cov, Ago C covy, A; C COV j, A]O, wobec dowolnosci
Jo mamy wiec cov; Ej = Ccov; A;, oile i < j. Wynika stad miedzy innymi,
ze rx(gj) = r,(A;) dlai < j oraz z € X;. (Faktycznie, poniewaz Aj C A;,
wiee 70 (A;) < r2(A;). Gdyby r.(A;) < r.(A;) dla pewnego = € X, wowcezs
istnialoby takie y € A;, ze d(z, y) > 1,(A;). Ale wowezas y ¢ Bx (z,7.(4;)),
wiec tym bardziej y ¢ cov; A; = = Maex, Bx (z,72(A;)). Jednoczeénie y €
A; C cov A; — sprzecznoéc.) W konsekwencp TX; (A ) = infeex, rx(gj) =
infrex; ro(A;) > infyex, re(A;) =: rX, (A;) dla i < j Z drugiej strony, sko-
10 i < j, wiec A; C A;, zatem TX; (4;) = fdlamA dlamA = rx,(A);
otrzymujemy zatem réwnosé rXi(Al) = er(A]) dla i < j. Mozemy zatem
oznaczy¢ przez r wspdélng wartos¢ promienia kazdego ze zbioréw A; wzgle-
dem X;, gdzie i € I.

Zdefiniujmy teraz zbiér Ag € X wzorem sz = [Lier Agﬂ-, gdzie Ag,i =
C Ai(gi) dla i € I. Niepustos¢ zbioréw AVQJ‘, gdzie i € I, wynika z punk-
tu (4) lematu 2.1.7 zastosowanego do A; jako calej przestrzeni. To, ze kazdy
zbidr 112,1‘ (i € I) jest przecieciem kul w X;, jest konsekwencja punktu (6)
lematu 2.1.7 z X; w miejsce X oraz A; w miejsce A i Y oraz wzoru (4)

lematu 2.1.6. Niech wreszcie ¢ < j, woéwczas A; C Aiw konsekwencji

AQJ :—C (A) CX(A‘)HA]‘:{JIEXJ':Tx(gj):T}I{CEGAj'
re(A) = 7"} C{z € A i ro(Ai) =1} = COx,(A) N A; = Cg(A) =t Ay,
Wykazalismy wiec, ze A2 € X; ale wprost z definicji A, C A, wiec wo-
bec minimalnoéci A mamy Ay = A. Zatem dla dowolnego ¢ € I mamy
A; = CAi(;li)v czyli na mocy punktu (5) lematu 2.1.7 kazdy ze zbior6w A;
jest jednopunktowy. Korzystajac z faktu, ze A; C A; dla ¢ < j oraz zapisujac

A; ={x;}, A; = {x;}, otrzymujemy réwnosé x; = x;; wobec dowolnosci 1, §
1 1 J BRI 7 VAl 9
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wynika stad, ze istnieje takie zg € X, ze A; = {0} dla kazdego i € I, czyli

w szczegblnosci xg € (V;c; X; 1 dowdd jest zakonczony. O

Uwaga 2.1.6. Zalozenie ograniczono$ci w twierdzeniu 2.1.9 jest istotne.
Kladac bowiem np. X := R, I := N oraz X; := [i,+00) otrzymujemy
Nicr Xi = 0, mimo ze {X;}icr jest tancuchem niepustych i hiperwypuktych
podzbioréw X.

Okazuje sie, ze mozemy zastosowaé¢ powyzsze twierdzenie do wykazania
nie tylko niepustosci, lecz takze hiperwypuktosci przekroju tancucha zbioréw
hiperwypuktych. Jest interesujace i — jak zobaczymy — wazne dla zastosowan,

ze wowczas mozemy opusci¢ zalozenie ograniczonosci.

Whniosek 2.1.10. Niech {X;}ier bedzie takim lanicuchem hiperwypuklych
podzbiorow przestrzeni metrycznej X, ze przekrdj X = Nicr X jest niepusty.

Wéwczas X jest hiperwypukly.

Dowdd. Niech {Bkv(xA,m) : M€ A} bedzie taka rodzina kul domknie-
tych w X, ze d(zy,z,) < ryn+ 7, dla \,u € A. Z hiperwypuklosci X;
dla i € I otrzymujemy, ze A; = (yea Bx,(zx,72) # 0. Zauwazmy, ze
dla kazdego i € I zbiér A; jest ograniczony i hiperwypukly (jako dopusz-
czalny podzbiér przestrzeni hiperwypuklej X;); ponadto wprost z defi-
nicji wynika, ze A; C Aj, o ile X; C Xj;. Zatem {A;}ics jest lan-
cuchem niepustych, ograniczonych i hiperwypuklych podzbioréw X; na
mocy twierdzenia 2.1.9 przekrdj (;c; A; jest niepusty. Ale ;c;Ai =
Mier Maea Bxi(@2:72) = Maen Nier B, (#2,13) = Myea B (za,72), a wige
przeciecie (ycp B 5('($ A, 7)) jest niepuste; to za$ oznacza hiperwypuklosé X.

O

Whniosek 2.1.11. Niech A bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni hiper-
wypuktej X . Wowczas A posiada minimalny (w sensie inkluzji) hiperwypuktly

nadzbior w X.

Dowdd. Rozwazmy rodzine ¥ := {H C X : A C H, H hiperwypukly}, upo-
rzadkowang przez relacje inkluzji. Oczywiscie X € X, wiec ¥ # (). Z wnio-
sku 2.1.10 wynika, ze kazdy tancuch w 3 ma ograniczenie dolne; na mocy

lematu Kuratowskiego—Zorna istnieje zatem w X element minimalny. O

2.2. Rozszerzanie odwzorowan jednostajnie cigglych

Celem niniejszego paragrafu jest scharakteryzowanie przestrzeni me-
trycznych hiperwypuktych w jezyku rozszerzania odwzorowan. Poniewaz
charakteryzacja ta jest w istocie twierdzeniem typu Hahna—Banacha, na po-
czatek przedstawimy jego klasyczne sformutowanie i pokazemy, w jaki sposéb
wynika ono z hiperwypuktosci prostej rzeczywistej. Bedzie nam w tym celu
potrzebne pojecie funkcjonatu subliniowego oraz pewna relacja porzadkujaca

kazdy zbiér rozszerzen danego odwzorowania.
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Definicja 2.2.1. Funkcjonat p: X — R, gdzie X jest przestrzenia liniows,
nazywamy subliniowym, gdy p(z +y) < p(x) + p(y) dla z,y € X oraz
p(Ax) = Ap(z) dla X € [0, +0), z € X.

Definicja 2.2.2. Niech T: A — Y odwzorowuje niepusty podzbiér A zbio-
ru X w zbiér Y i niech 7 bedzie taka rodzing odwzorowan okreslonych na
podzbiorach X i o wartosciach w Y, ze T' € 7 oraz jesli pewne odwzoro-
wanie T: A — Y nalezy do 7, to A C A oraz T\A = T. W rodzinie 7
mozemy woéwczas wprowadzié¢ porzadek, definiujac Ty < T dla odwzorowan
T: A4 — Y (1 = 1,2) nalezacych do 7 wtedy i tylko wtedy, gdy Ay C A,
oraz T h A = T1. Odwzorowaniem maksymalnym (w rodzinie 7") nazywamy

wowcezas kazdy element maksymalny rodziny 7.

Twierdzenie 2.2.1 (Hahna—Banacha). Niech Y bedzie wilasciwg podprze-
strzeniq przestrzeni liniowej X, p: X — R funkcjonatem subliniowym,
a f:Y — R takim funkcjonalem liniowym, ze f(y) < p(y) dlay € Y. Wéw-
czas istnieje taki funkcjonal liniowy f: X — R, ze fly = f oraz f(x) < p(z)
dla x € X.

Peten dowdd powyzszej wersji twierdzenia Hahna—Banacha znajduje sie
m.in. w ksiazce [15, s. 165, twierdzenie 17.2]. Ponizej naszkicujemy dowdd,

w ktérym jawnie wykorzystamy hiperwypukto$é prostej rzeczywistej.

Szkic dowodu. Latwo udowodnié (korzystajac np. z lematu Kuratowskiego—
—Zorna), ze istnieje maksymalny funkcjonatl f Y - R spelniajacy teze.
Zalézmy dla dowodu nie wprost, ze Y ¢ X. Niech z € X\ Y i niech
V) = {y+ Xz 1y € Y, \ € R}. Przedtuzymy f do takiego funkcjonatu
liniowego f1: Y7 — R, ze f1 (1) < p(y1) dla y; € Yi, otrzymujac sprzecz-
nos$¢ z maksymalnoscia Y. Jest jasne, ze kazde rozszerzenie f na Vi jest
postaci y + Az — f(y) + A, gdzie y € Y, dla pewnego ¢ € R. Wykazemy
istnienie takiego ¢ € R, ze f(y) + A( < p(y + Az) dla dowolnych y € Y,
A € R, lub, réwnowaznie, f(y) —p(y —2) < (< ply+2) — f(y) dlay € Y.
Oznaczmy I, := [f(y) — p(y — 2),p(y + 2) — f(y)] dla y € Y; nietrudno
pokazaé, ze Iy N Iy # O dla y/,y" € Y. Istnienie zadanego ¢ wynika wicc
z hiperwypuklosci R. O

Odnotujmy pewien szczegblny przypadek powyzszego twierdzenia, nazy-
wany réowniez twierdzeniem Hahna—Banacha i wystarczajacy w wielu zasto-

sowaniach.

Whniosek 2.2.2. Niech Y bedzie podprzestrzenig przestrzeni unormowa-
nej X 1 niech f:Y — R bedzie cigglym funkcjonatem liniowym. Wowczas
mozna przedtuzyé f do cigglego funkcjonatu liniowego f: X — R z zacho-

waniem normy, tj. tak, by HfH = || f]].

Dowdd. Wystarczy potozyé p(x) := || f|| - ||z|| w twierdzeniu 2.2.1. O



Rozdzial 2. Przestrzenie hiperwypukle 16

Zajmiemy si¢ teraz twierdzeniem typu Hahna-Banacha dla przestrzeni
metrycznych. Zaczniemy od zdefiniowania pojecia modutu cigglosci, ktore
bedzie odgrywalo role analogiczna do funkcjonalu subliniowego p z twier-
dzenia 2.2.1.

Definicje 2.2.3. Funkcje niemalejaca w: [0,4+00) — [0,4+00] o tej wla-
snosci, ze w(0+) = 0, nazywamy modulem cigglosci. Modul ciaglosci w
nazywamy subaddytywnym, jesli w(d; + 1) < w(dr) + w(d2) dla 61,02 > 0.
Jedli T: X — Y jest odwzorowaniem miedzy przestrzeniami metryczny-
mi X iY, to méwimy, ze w jest modulem cigglosci odwzorowania T, jezeli
jest modulem cigglosci oraz d(T'(z1), T (z2)) < w(d(z1,22)) dla z1,22 € X.
Gdy odwzorowanie T jest jednostajnie ciagle, definiujemy funkcje wp(d) :=
sup{d(T(z1),T(x2)) : ®1,22 € X,d(z1,x2) < &}, zwana minimalnym modu-

tem cigglosci odwzorowania T'.

Uwaga 2.2.1. Yatwo zauwazy¢, ze odwzorowanie miedzy dwiema przestrze-
niami metrycznymi ma modut ciaglodci wtedy i tylko wtedy, gdy jest jedno-
stajnie ciggle; ponadto, zgodnie z oczekiwaniami, minimalny modut ciaglosdci
odwzorowania jednostajnie ciagtego jest jego modutem ciaglosci i kazdy inny

jego modul ciaglosci jest wiekszy lub réwny (punktowo) od minimalnego.

Uwaga 2.2.2. Jesli T: X — Y jest jednostajnie ciagltym odwzorowaniem
przestrzeni metrycznej catkowicie wypuklej X w przestrzen metryczng Y,
to jego minimalny modut ciagloéci wr jest subaddytywny. Istotnie, niech
01,09 > 0 beda dowolne. Obierzmy € > 0; istnieja takie punkty x1,z2 € X,
ze dx(z1,22) < 01 + 02 oraz dy (T(z1),T(x2)) > wr(d1 + d2) — &. Ponie-
Waz X jest calkowicie wypukla, zatem istnieje takie z € X, ze dx(z;,2) =

51+52 dx(x1,x9) < 9; dla ¢ = 1,2. Stad mamy

wr (61 + 02) —e < dy (T(z1), T(z2)) <
<dy (T(21), T(2)) + dy (T(2), T(2)) <
<wr(dx (@1, 2) +wr(dx(z22)) <
< wr(d1) + wr(d2);

wobec dowolnosci € > 0 otrzymujemy wiec wrp(d1 + d2) < wr(d1) + wr(d2)
dla 41,609 > 01 dowdd jest zakonczony.

Przyktad 2.2.1. Odwzorowanie T: X — Y miedzy przestrzeniami me-
trycznymi ma modul ciaglosci postaci w(d) = Lo® wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia warunek Holdera ze stata L i wykladnikiem a. W szczegdlnosci, jesli
T: X — R jest cigglym funkcjonatlem liniowym na przestrzeni unormowa-

nej X, to jego minimalny modut ciaglosci jest dany wzorem wp(d) = || f]| - 6.

Udowodnimy teraz pewng konsekwencje aksjomatu wyboru. Moéwiac
z grubsza, pozwoli ona udowodni¢ istnienie odpowiedniego rozszerzenia od-
wzorowania na cafg przestrzen, o ile zawsze potrafimy rozszerzac je na prze-

strzenie o jeden punkt wieksze.
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Lemat 2.2.3. Niech X, Y bedq przestrzeniami metrycznymi, A C X nie-
pustym podzbiorem X, a T: A — Y odwzorowaniem o module cigglosci w.
Wowczas istnieje maksymalne rozszerzenie T: A — Y odwzorowania T

o tym samym module cigglosci.

Dowdd. Rozwazmy rodzine 7 rozszerzen odwzorowania T posiadajacych
modut cigglosci w; rodzina ta jest oczywiscie niepusta, bo T € 7. Spraw-
dzimy, ze dowolny tancuch w 7 ma ograniczenie gorne (w sensie porzadku
okreslonego w definicji 2.2.2). Niech {Ti}ieI, gdzie Tj: A; — Y dlai € I, be-
dzie taficuchem w 7. Niech A := Uier A; oraz niech T: A — Y bedzie dane
wzorem T'(z) := Ty(x), gdzie i € I jest takie, ze z € A;. Odwzorowanie T
jest dobrze zdefiniowane, gdyz jesli x € A; oraz x € flj dla pewnych i,j € I,
to A; C Aj lub flj C A; i wéwezas Tj’Ai =T} lub Ti‘Aj = T] odpowiednio;
w kazdym przypadku otrzymujemy T;(x) = Tj(z). Inkluzje A C A C X oraz
réwnosé T\ 4 = [ sa oczywiste. Dla dowodu, ze w jest modulem cigglosci
odwzorowania T’ zalézmy, ze x1,x9 € fl; wowczas xp € Ail, T9 € fliQ dla
pewnych i1,i9 € I; poniewaz 7 jest lancuchem, wiec x1, xo € A; dla pewnego
i€ 1. Stad d(T(x1),T(x2)) = d(Ti(x1), Ti(22)) < w(d(zx1,72)); zatem w jest
modulem ciagloéci odwzorowania T. Wykazalismy, ze T jest ograniczeniem
gérnym lancucha {T}}icr; istnienie elementu maksymalnego w 7 wynika

wiec z lematu Kuratowskiego—Zorna. O

Mozemy teraz sformutowac i udowodnié zapowiadane twierdzenie, beda-

ce odpowiednikiem twierdzenia 2.2.1 dla przestrzeni metrycznych.

Twierdzenie 2.2.4. Niech A bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni me-
trycznej X, Y niech bedzie przestrzeniq metryczng hiperwypukle, a T: A —
Y odwzorowaniem posiadajgcym subaddytywny modul cigglosci w. Istnieje

wowezas takie odwzorowanie T: X — 'Y o module cigglosci w, ze T4 = f.

Dowéd. 7 lematu 2.2.3 wiemy, ze istnieje maksymalne rozszerzenie T: A —
Y odwzorowania T, posiadajace modul ciagtosci w. Udowodnimy, ze A=X.
Gdyby X\ A # 0, istnialoby z € X \ 4; niech A; := AU{z}. Skonstruujemy
takie odwzorowanie T} : A; — Y o module ciaglosci w, ze T1| i= T. Rozwaz-
my rodzing {B.}, ; kul domknietych B, := B(T(z),w(d(z,2))) w Y. Dla
x1, 2 € A mamy d(T(x1),T(x2)) < w(d(z1,22)) < w(d(z,2) + d(z,22)) <
w(d(z1, 2)) +w(d(xa, 2)); poniewaz Y jest hiperwypukla, wiec . 5 B # 0.
Niech y € M, 4 Bz, cayli d(T(z),y) < w(d(z,2)) dla z € A. Zdefiniujmy
Ti: A — Y wzorami Ti(z) := T(z) dla = € A oraz T1(z) := y. Jak widaé
7 powyzszej nieréwnosci, w jest modutem ciagtoéci odwzorowania Ty ponad-
to ﬁ\ i= T. To jednak przeczy maksymalnosci T. Stad A = X i twierdzenie

jest udowodnione. O

Wiéréd odwzorowan posiadajacych subaddytywny modut ciggtoéci moz-
na wyrdzni¢ pewng szczegllng klase tzw. odwzorowan nierozszerzajacych.

Zdefiniujemy teraz te klase i sformulujemy dla niej twierdzenie 2.2.4.
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Definicja 2.2.4. Odwzorowanie T: X — Y miedzy przestrzeniami me-
trycznymi X i Y nazywamy nierozszerzajgcym, jesli ma modul cigglodci
postaci w(d) = 4§, czyli gdy d(T(z1),T(x2)) < d(x1,z2) dla dowolnych
xr1,To € X.

Whiosek 2.2.5. NiechT: A — Y bedzie odwzorowaniem nierozszerzajocym
niepustego podzbioru A przestrzeni metrycznej X w przestrzern hiperwypu-
kig Y. Wowczas istnieje nierozszerzajgce przedluzenie T: X — Y odwzoro-

wania T .

Opiszemy teraz zwiazki miedzy pojeciami przestrzeni metrycznej hiper-
wypuklej i retraktu nierozszerzajacego. Zaczniemy od wprowadzenia nie-

zbednych definicji.

Definicje 2.2.5. Niech A bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni topolo-
gicznej X. Odwzorowanie ciagle R: X — A nazywamy retrakcjg (przestrze-
ni X na zbior A), jesli R(x) = x dla kazdego = € A; jedli takie odwzoro-
wanie istnieje, to podzbiér A nazywamy retraktem przestrzeni X. Jesli X
jest przestrzenig metryczna oraz istnieje retrakcja R: X — A, ktéra jest od-
wzorowaniem nierozszerzajacym, to nazywamy ja retrakcjg nierozszerzajg-
cq, zas A nazywamy retraktem nierozszerzajgcym przestrzeni metrycznej X.
Przestrzen topologiczna nazywamy retraktem absolutnym, jesli jest metry-
zowalna oraz jest retraktem kazdej przestrzeni topologicznej metryzowalnej,
ktorej jest domknieta podprzestrzenia. Przestrzen metrycznag nazywamy re-
traktem absolutnym nierozszerzajgcym, jesli jest retraktem nierozszerzaja-

cym kazdej przestrzeni metrycznej, ktérej jest podprzestrzenia.

Uwaga 2.2.3. Niektérzy autorzy opuszczaja stowo ,domknieta” w podanej
wyzej definicji retraktu absolutnego, otrzymujac istotnie wezsza klase prze-
strzeni (zob. np. [1, s. 422]).

Uwaga 2.2.4. 7 powyzsze]j definicji nie musi by¢ oczywiste, czy kazdy retrakt
absolutny nierozszerzajacy jest retraktem absolutnym, poniewaz zadanie, by
pewna przestrzen topologiczna metryzowalna A byla podprzestrzenig innej
przestrzeni topologicznej metryzowalnej X nie wymaga zgodnosci dowolnych
metryk obu przestrzeni na A. Okazuje si¢ jednak, ze mozna zawsze tak
zmetryzowaé X, by uzyska¢ taka zgodnosé; jest to wnioskiem z ponizszego

twierdzenia, udowodnionego przez Hausdorffa, ktére podamy bez dowodu.

Twierdzenie 2.2.6. Niech A bedzie domknietq podprzestrzeniq przestrze-
ni topologicznej metryzowalnej X oraz niech da bedzie metrykg na A wy-
znaczajgeq w A topologie podprzestrzeni. Wowcezas mozna da rozszerzyé do

metryki dx w X zgodnej z wyjsciowq topologiq na X .

Whniosek 2.2.7. Kazdy absolutny retrakt nierozszerzajgcy jest retraktem

absolutnym.
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Dowdd. Niech absolutny retrakt nierozszerzajacy (A, d4) bedzie domknieta
podprzestrzenia przestrzeni topologicznej metryzowalnej X . Zgodnie z twier-
dzeniem 2.2.6 istnieje w X metryka dx zgodna z d 4 na A. Z zalozenia istnieje
teraz retrakcja R: X — A. O

Whniosek 2.2.8. Kazda przestrzen metryczna hiperwypukia jest absolutnym

retraktem nierozszerzajgcym (a w szczegolnosci retraktem absolutnym).

Dowdd. Niech A bedzie przestrzenia hiperwypukta i niech X bedzie prze-
strzenia metryczna zawierajaca A. Niech odwzorowanie I: A — A bedzie
identycznoscia; zgodnie z wnioskiem 2.2.5 mozna przedtuzyé¢ I do odwzoro-
wania nierozszerzajacego R: X — A, otrzymujac retrakcje nierozszerzajaca.

Druga czes¢ tezy wynika z wniosku 2.2.7. O

Twierdzenie 2.2.9. Retrakt nierozszerzajgcy przestrzeni metrycznej hiper-

wypuklej jest hiperwypukty.

Dowdd. Niech R: X — A bedzie nierozszerzajaca retrakcja pewnej prze-
strzeni metrycznej hiperwypuklej X na jej niepusty podzbiér A. Niech
{Ba(w;, ;) }ier bedzie rodzing kul domknietych w A o tej wiasnosci, ze
d(zi,xj) < ri+rjdlai, j € I; wykazemy, ze rodzina ta ma niepusty przekroj.
Z hiperwypukloéci X wnosimy, ze rodzina kul domknietych {Bx (z;,7;) }ier
w X ma niepusty przekrdj. Niech y € N;c; Bx(zi,i); wéwezas R(y) € A
oraz dla dowolnego i € I mamy d(R(y),z;) = d(R(y), R(z;)) < d(y,z;) < 14,
wiee R(y) € Nies Ba(wi, ri). O
Przyktad 2.2.2. Niech vg, v € L*®[a,b] i zdefiniujmy X := {z € L®]a, ] :
vo < = < v°}. Wéwezas X jest hiperwypukla. Istotnie, okreslmy odwzoro-

wanie R: L*® — X wzorem

vo(t), edy x(t) < wo(t),
R(z)(t) == S 2(t), gdy vo(t) < z(t) < v°(¢),
VO(t), gdy vO(t) < z(t).

Jest oczywiste, ze R(x) = R(y) p-w., gdy x = y p.w. Pokazemy, ze R jest

nierozszerzajaca retrakcja L*[a,b] na X. Niech z,y € L*[a,b]. Oznaczmy

A= {t € [a,0] s vo(t) < a(t) <v(1)},
Ap :={t € [a,b] : x(t) < wvo(t)},

A% = {t € [a,b] : O(t) < z(t)},
B:={t €[a,b] : vo(t) < y(t) < °(t)},
By :={t € [a,b] : y(t) < vo(t)},
BY:={t € [a,b] : v°(t) < y(t)}.

Jest jasne, ze wszystkie te zbiory sa mierzalne; stad R(z) jest réwniez funkcja

mierzalng dla kazdego = € L*[a, b]. Istotna ograniczono$é¢ funkcji R(z) jest
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oczywista. Wprost z definicji odwzorowania R wynika wiec, ze jest ono re-
trakcja L>[a, b] na X. Dalej, zauwazmy, ze [a,b] = AUAgUA® = BUByUB.
Latwo teraz widzieé¢, ze dla kazdego t € [a,b] mamy |R(x)(t) — R(y)(t)| <
|z(t) — y(t)|. Dla przykladu rozwazmy przypadek ¢t € A N By; wowczas
[R(2)(t) — R(y)(5)] = [2(8) (D) = 2(t) —v0(¢) < o(6) —y(t) < |o(t) — ()]
W konsekwencji otrzymujemy ||R(z) — R(Y)||oo < [|2 — ¥l|oo, czyli R jest

odwzorowaniem nierozszerzajacym.

Uwaga 2.2.5. Twierdzenie 2.2.9 sklania do postawienia pytania, czy obraz
przestrzeni metrycznej hiperwypuklej wzgledem odwzorowania nierozszerza-
jacego jest hiperwypukty. OdpowiedZ na to pytanie jest negatywna, co po-
kazuje ponizszy przyktad.

Przyklad 2.2.3. Okre§lmy odwzorowanie T: R — C wzorem T(z) = €.
Pokazemy, ze jest to nierozszerzajace odwzorowanie przestrzeni hiperwypu-

ktej R na podzbioér, ktéry nie jest hiperwypukly. Mamy dla z,y € R:

IT(z) — T(y)| = | — e¥| = |cosx + isinz — cosy — isiny| =
Y+ 2icos ZE¥ sin 27Y| =

= |—2sin 2 sin Z¥
o8 25 — s 242)] =

= 2|sin %5¥ (i co
= 2[sin 25Y| - |i(cos ZE¥ + isin Z3¥)| =
= 2|sin %Y ||ie L|—2|sm <z —yl.

Zauwazmy, ze T(R) = C := {z € C : |z|] = 1}. Pokazemy, ze zbiér C
nie jest hiperwypukly. Niech zj := i¥ oraz 7, := 1 dla k = 0,1,2,3. Jest
oczywiste, ze z € C oraz ze |z, — 2| < r, + 7 dla k,l = 0,1,2,3. Ponadto
0e B := ﬂk:(] Be(zk,1). Gdyby istnialo z € B rézme od zera, mieliby$my
Rez # 0 lub Imz # 0. Niech np. Rez < 0; wéwczas |z — 29| = |z —
1] > |Re(z —1)] = [Rez — 1] = —Rez +1 > 1, czyli 2 ¢ Be(z0,70);
w pozostalych przypadkach rozumujemy analogicznie. Stad wynika, ze B =
{0}, a w konsekwencji Ni_o Bo(zx,7%) = BN C = () i zbiér C nie jest
hiperwypukty.

Okazuje sie, ze twierdzenie 2.2.4 mozna odwroci¢. Udowodnimy nawet

nieco wiecej, a mianowicie odwrécenie wniosku 2.2.5.

Twierdzenie 2.2.10. Niech Y bedzie przestrzenig metryczng o tej wila-
snosci, ze dla dowolnych: przestrzeni metrycznej X, niepustego podzbioru
A C X i odwzorowania nierozszerzajgcego T: A — Y istnieje nierozszerza-
jace przedluzenie T: X — Y odwzorowania T. Wéwczas Y jest przestrzenig

hiperwypuklq.

Twierdzenie 2.2.10 mozna udowodni¢ kilkoma sposobami. Metoda, ktérej
uzyjemy, pochodzi od Aronszajna i Panitchpakdi’ego; naszkicujemy tez dwie

alternatywne drogi dowodu.
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Dowod I twierdzenia 2.2.10. Pokazemy najpierw catkowita wypuktosé prze-
strzeni Y. Niech B; := By (y;,7;) dla i = 1,2 beda takimi kulami domknie-
tymi w Y, ze d(y1,%2) < r1 + r2. Udowodnimy, ze By N By # ). Wystarczy
rozwazy¢ przypadek y; # yo. Niech Yy := {y1,y2} 1 T: Yy — Y bedzie dane
wzorem T'(y;) := y; dlai = 1,2. Wybierzmy z ¢ Yj i potézmy Y7 := YpU{z}.
Rozszerzmy metryke d (dziedziczona z Y) z Yy na Y; wedlug wzoru:
d(yi, 2) == 5 d(y1,y2) dla i = 1,2. Z zalozenia mozemy przedtuzy¢ T' do
odwzorowania nierozszerzajacego T: Y; — Y. Otrzymujemy w ten sposéb
(dla i = 1,2): d(T(2),4:) = d(T(2), T(y:)) < d(z,9:) = 72=d(yr,y2) < 74,
czyli T(z) € B N Bs.

Rozwazmy teraz taka rodzine kul {B;}ic; w Y, gdzie B; := By (yi,7:)
dla i € I, ze d(y;,y;) < 1 +1; dla i,j € I. Zdefiniujmy Yy := {yi}icr

i niech ponownie T': Yy — Y bedzie okre$lone wzorem T'(y;) :=y; dla i € I.
Niech z ¢ Y i niech Y7 := Yp U {z}. Zdefiniujmy g: Yo — [0, +00) wzorem
g(yi) == inf{r > 0 : By(y;,7;) € By(yi,r) dla pewnego j € I} dla i € I.
Wykazemy, ze d(yi,y;) < g(vi) + g(y;) oraz ze g(yi) < d(yi,y;) + g(y;) dla
dowolnych 7,5 € 1.

Dla dowodu pierwszej nieréwnoéci obierzmy liczbe € > 0 i tak wybierz-
my i, j € I, aby zachodzity inkluzje By (y,7#) € By (yi, g(y:) + €) oraz
By (yji,mi) C By(yj.9(y;) + €). Poniewaz d(yi,y;) < ry + rj, z cal-
kowitej wypuklosci Y mamy By (yi,7i) N By (yj,m5) # 0; stad réwniez
By (yi, 9(yi)+¢) N By (y5, 9(y;) +€) # 0, a zatem d(yi, y;) < g(yi)+9(y;)+2e.
Wobec dowolnoéci € > 0 otrzymujemy stad pierwsza nieréwnosc.

Aby udowodnié¢ druga nieréwnosé, ponownie obierzmy dowolne ¢ > 0
i wybierzmy takie i’ € I, aby By (yy,ri) C By (yj,9(y;) + €). Z warunku
trojkata wynika, ze By (y;,9(y;) +€) C By (yi, d(yi, y;) +9(y;) +¢€), a zatem
9(yi) < d(yi,y;) + 9(y;) + €. Znéw korzystajac z dowolnosci € > 0 otrzymu-
jemy zadang nieréwnosc.

Majac funkcje g o powyzszych wlasnosciach, rozumujemy nastepujaco.
Jesli y;, € Yy jest miejscem zerowym funkcji g, to dla kazdego ¢ € I mamy
d(Yiy, vi) < 9(yi) < 14, a wiec yiy € N;es By (vi, i) 1 twierdzenie jest udo-
wodnione. Rozwazmy teraz przypadek, w ktérym ¢ nie ma miejsc zerowych.
Niech wéwczas z ¢ Y i niech Y7 := Yy U{z}. Z podanych nieréwnosci wyni-
ka, ze mozemy rozszerzy¢ metryke d (dziedziczona z Y) z Yy na Y] wedlug
wzoru d(y;, z) := g(y;). Z zalozenia wiemy, ze mozna przedtuzyé odwzoro-
wanie T': Yy — Y dane wzorem T'(y;) := y; dla i € I do nierozszerzajace-
go T: Yy — Y. Otrzymujemy w ten sposéb d(f(2),y:) = d(f(2), f(wi)) <
d(z,yi) = g(y;) < dlai € I, czyli T(z) € N;e; By (i, i), co kotiezy dowdd
hiperwypuktosci Y. O

Szkic dowodu II twierdzenia 2.2.10. Niech { By (y;, 1) }ic1 bedzie taka rodzi-
nakul wY, ze d(y;,y;) < ri+r; dlai, j € I. Zalézmy bez straty ogélnosci, ze
y; #y; dla i # j i oznaczmy Yp := {y; }ics. Niech F bedzie zbiorem wszyst-
kich funkcji g: Yo — [0,4+00) o tej wlasnosci, ze d(yi,vy;) < g(vi) + 9(y;)
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dla i,j € I. Z zalozenia o rozwazanej rodzinie kul wiemy, ze funkcja
r: Yy — [0,400) dana wzorem r(y;) := r; dla i € I nalezy do F. Lemat
Kuratowskiego—Zorna pozwala wykazaé, ze istnieje w F funkcja g punkto-
wo minimalna i nieprzekraczajaca r. Mozna tez pokazaé, ze minimalnosé g
w F implikuje nieréwnos$é g(y;) < d(yi,y;) + g(y;) dla 4,5 € 1. (W istocie,
powyzsze stwierdzenia sa trescig punktu (1) lematu 2.3.4 oraz lematu 2.3.3

z paragrafu 2.3.) Dalej argumentujemy identycznie jak w dowodzie I. O

Uwaga 2.2.6. Zauwazmy, ze w dowodzie I podajemy jawny wzér na funkcje g,

unikajac powolywania sie na aksjomat wyboru.

Szkic dowodu III twierdzenia 2.2.10. Mozna nietrudno udowodnié (zob. np.
[10, s. 395]), ze kazda przestrzen metryczna mozna zanurzy¢ izometrycznie
w pewna przestrzen hiperwypukla (my uzyskamy ten wynik —daleko wiek-
szym nakladem pracy —dowodzac znacznie mocniejszego twierdzenia 2.3.6).
W potaczeniu z twierdzeniem 2.2.9 daje to hiperwypukltoéé kazdego absolut-
nego retraktu nierozszerzajacego. Wystarczy teraz powtérzy¢ rozumowanie
z wniosku 2.2.8, aby pokazac, ze przestrzenie spelniajace zalozenie twierdze-

nia sg absolutnymi retraktami nierozszerzajacymi. O

OtrzymaliSmy w ten sposéb zapowiadana charakteryzacje przestrzeni

metrycznych hiperwypuktych.

Whniosek 2.2.11. Hiperwypukto$é przestrzeni metrycznej Y jest réwnowaz-
na nastepujgocej jej wltasnosci: dla dowolnych: przestrzeni metrycznej X, nie-
pustego podzbioru A C X i odwzorowania T: A — Y o subaddytywnym
module cigglosci w istnieje przedluzenie T: X — Y odwzorowania T o tym
samym module ciggtosci. Zdanie to pozostaje prawdziwe, jesli ograniczymy
rozwazania do klasy odwzorowan o module cigglosci w(d) = 0, czyli nieroz-

szerzajgcych.

Dowdd. Wystarczy zastosowaé twierdzenie 2.2.4 (lub wniosek 2.2.5) i twier-
dzenie 2.2.10. t

Uwaga 2.2.7. W paragrafie 2.3 uzyskamy podobna charakteryzacje, tym ra-
zem w jezyku retraktéw (jedna jej polowe stanowi wniosek 2.2.8, a druga

zostala zasygnalizowana w szkicu dowodu III twierdzenia 2.2.10).

2.3. Powloka hiperwypukta

Dla zbioréw wypuklych w przestrzeniach liniowych mozna, jak wiadomo,
zdefiniowaé powltoke wypukta jako przeciecie wszystkich wypuktych nadzbio-
réw (lub, réwnowaznie, jako minimalny wypukly nadzbiér) danego zbioru.
W niniejszym paragrafie opiszemy analogiczne pojecie dla przestrzeni hiper-

wypuklych. Zaczniemy od sformutowania definicji.
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Definicja 2.3.1. Niech X bedzie dowolng przestrzenig metryczna. Tréj-
ke uporzadkowana (Y,d,e), gdzie (Y,d) jest przestrzenia hiperwypukla,
ae: X — Y jest zanurzeniem izometrycznym, nazywamy powfokq hiperwy-
puklg przestrzeni X, jesli jedynym podzbiorem hiperwypuklym Y zawiera-
jacym e(X) jest sama przestrzen Y. Zamiast (Y, d, e) bedziemy zwykle pisali
(Y, e) lub nawet Y, jesli postaé funkcji d i ewentualnie e bedzie jasno wynikaé
z kontekstu. W przypadku, gdy X jest podprzestrzenig pewnej przestrzeni
hiperwypuklej Z oraz (Y, e) jest taka powloka hiperwypukla przestrzeni X,
ze e jest zanurzeniem identycznos$ciowym, a Y jest podprzestrzenia Z, be-
dziemy méwili, ze Y jest powlokq hiperwypukiq zbioru X w przestrzeni Z.
Rodzing wszystkich powtok hiperwypuklych zbioru X w przestrzeni hiper-
wypuklej Z bedziemy oznaczaé przez Hz(X) lub H(X), jesli bedzie jasne

z kontekstu, o jaka przestrzen Z chodzi.

Uwaga 2.3.1. Zauwazmy, ze powtoka hiperwypukta zbioru X w przestrzeni Z

to po prostu minimalny hiperwypukty nadzbiér X w Z.

Zgodnie z powyzszym, wniosek 2.1.11 mozemy sformutowaé¢ nastepujaco.

Whniosek 2.3.1. Kazdy podzbior przestrzeni hiperwypukiej ma w niej po-
wioke hiperwypukiq.

Sformutowanie definicji 2.3.1 sugeruje rozwazanie powtoki hiperwypu-
klej dowolnej przestrzeni metrycznej, niekoniecznie bedacej podprzestrzenia
przestrzeni hiperwypuklej. Powstaje naturalny problem (postawiony po raz
pierwszy przez Isbella), czy kazda przestrzen metryczna ma powltoke hiper-
wypukla. Dalszy ciag paragrafu jest poswiecony pozytywnemu rozstrzygnie-
ciu tego problemu. Najpierw jednak podamy przykltad powtoki hiperwypu-

ktej oraz poczynimy kilka uwag na temat pewnych wtasnosci tego pojecia.

Przyktad 2.3.1. Wykazemy, ze przy oznaczeniach z przyktadu 2.1.4 mamy
H, € H(A). Niech B bedzie takim podzbiorem X, ze A C B ¢ H,; niech
np. a := {(a1,a2) € H, \ B. Z rozwazan przykladu 2.1.4 wynika, ze a jest
jedynym punktem H, o tej wlasnosci, ze d((0,0),a) = a1 i d(a,(1,0)) =
1—ay, przy czym a1+ (1—a;) = 1 = d((0,0), (1,0)). Podprzestrzen B nie jest
wiec catkowice wypuklta, nie moze by¢ zatem hiperwypukla (uwaga 2.1.2)

i dowod jest zakoniczony.

Uwaga 2.3.2. Powloka hiperwypukta zbioru w przestrzeni metrycznej hi-
perwypuklej (a tym bardziej powloka hiperwypukla dowolnej przestrzeni
metrycznej) nie musi byé wyznaczona jednoznacznie. Stosujac bowiem na-
dal oznaczenia z przykladu 2.1.4 widzimy, ze dla réznych aj, a2 € [0,1]
otrzymujemy H,, # H,,, zatem rodzina H(A) jest nawet mocy co najmniej
kontinuum. Jak zobaczymy w twierdzeniu 3.1.3, powloka hiperwypukla ma

jednak wtasnosé jednoznacznosci z doktadnoscia do izometrii.

Uwaga 2.3.3. Jest oczywiste, ze gdy A C X C Y oraz X i Y sa hiperwypu-
kle, to Hx(A) € Hy(A). Ponadto inkluzji tej nie mozna na ogét zastapié
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znakiem réwnoéci; wystarczy np. polozy¢ Y := R? z metryks ,maksimum”,
X ={{z,0) e X : z € R} i A:={(0,0),(1,0)} i zastosowaé¢ rozumowanie
z przykladu 2.3.1. Latwo réowniez zauwazy¢, ze jesli H € Hx (A), to Hi(A)

jest dobrze okreslone i réwne {H }.

Uwaga 2.3.4. Powloka hiperwypukla dowolnego zbioru w przestrzeni me-
trycznej hiperwypuklej jest domknieta (jako podprzestrzen zupelna — twier-
dzenie 2.1.5). Stad, w przeciwienstwie do powtoki wypuklej, nie ma potrzeby
osobnego rozpatrywania ,,domknietej powtoki hiperwypuktej”. Upraszcza to

niektére rozwazania w teorii punktu statego.

Przejdziemy teraz do problemu istnienia powloki hiperwypuktej dowol-
nej przestrzeni. Zbadamy najpierw wtasnosci pewnych funkcji, ktére mozna

w naturalny sposéb przyporzadkowaé punktom przestrzeni metrycznej.

Definicja 2.3.2. Niech a bedzie dowolnym punktem przestrzeni metrycz-
nej X. Definiujemy wéwczas funkcje f,: X — [0,400) wzorem f,(z) :=
d(a,z) dla z € X.

Lemat 2.3.2. Niech X bedzie przestrzeniq metryczng. Dla dowolnych punk-
tow a,b,x,y € X zachodzqg nastepujgce wilasnosci:
(1) przyporzedkowanie a — f, jest réznowartosciowe;
(2) d(z,y) < fa(z) + fa(y);
(3) falz) < faly)+d(x,y) (w szczegolnosci fq jest nierozszerzajgca, a za-
tem ciggla);
(4) fo jest punktowo minimalna w nastepujgcym sensie: jesli g: X —
[0, +00) ma wlasnosci (2) i (3) (z g w miejsce fo) oraz g < fa, to g = fa;
(5) d(a,b) = sup|fu — fil.

Dowdd. Wtasnosci (1) — (3) sa oczywiste. Dla dowodu wlasnosci (4) zatézmy,
ze g: X — [0,4+00) jest taka funkcja, ze (2) i (3) sa spelnione z g w miejsce f,
oraz g < fq, ale g # f,. Istnieje wiec takie b € X, ze g(b) < f,(b). Ale
wowezas mamy fo(b) = d(a,b) < g(a) + g(b) < fala) + fu(b) = fu(b) -
sprzecznosé. Aby udowodnié¢ wlasnoéé (5), zauwazmy, ze dla dowolnego x €
X mamy: |fa(e) — fo(w)] = |dla,z) — d(b,2)] < d(a,b), wiee sup |fu — fil <
d(a,b). Ale np. dla = a mamy |f,(z) — fo(x)| = fp(a) = d(a,b), co kohczy

dowdd wlasnosci (5). O

Zanim przejdziemy do dalszych rozwazan, podamy dla nich pewna intu-
icyjng motywacje.

Zauwazmy, ze jesSli chcemy ,powiekszy¢” przestrzen metryczna (X, d)
o pewien punkt, powiedzmy a ¢ X, to musimy okresli¢ metryke d’ na zbio-
rze X U{a}, czyli w pewnym sensie znalez¢ funkcje fo: X U{a} — [0, +00)
spelniajaca warunki (2) i (3) z lematu 2.3.2, ktéra bedzie odgrywatla role od-
legtodci miedzy punktem a a punktami w X. Sugeruje to istnienie zwiazku
miedzy mozliwymi rozszerzeniami przestrzeni X a zbiorami funkcji spetl-

niajacych te warunki. Pewna trudnosé lezy w tym, ze dodajac wiecej niz
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jeden (a by¢ moze nieprzeliczalnie wiele) punktéw, musimy okreslié réwniez
odlegtodci miedzy nimi, i to w taki sposéb, aby nadal spetniony byt warunek
trojkata. (Punkt (5) lematu 2.3.2 nasuwa tu my$l o metryce supremalne;j.)
Celem tego paragrafu jest opisanie pewnej takiej rodziny funkcji, dla kto-
rej udaje sie¢ rozwigzaé rozwazany problem; réwnowaznie, opiszemy pewne

rozszerzenie przestrzeni X.

Definicja 2.3.3. Niech X bedzie przestrzenia metryczng. Przez ¢ X ozna-
czymy zbiér wszystkich funkcji f: X — [0,+00), dla ktérych spelnione sa
warunki (2)—(4) z lematu 2.3.2 z f w miejsce f,; funkcje takie bedziemy
nazywaé funkcjami ekstremalnymi. Przez ex: X — €X bedziemy oznaczaé
odwzorowanie a +— f,; gdy nie bedzie watpliwosci, o jaka przestrzen X

chodzi, bedziemy pisa¢ e w miejsce ex.

W powyzszej definicji mozemy ostabi¢ zatozenia; fakt ten jest trescia

ponizszego lematu.

Lemat 2.3.3. Funkcja f: X — [0,+00) okreslona na przestrzeni metrycz-
nej X jest ekstremalna wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sq warunki:

(1) d(z,y) < f(2) + f(y) dla z,y € X;

(2) f jest punktowo minimalna wsréd funkcji nieujemnych na X, spelnia-

jacych warunek (1).

Dowdd. Pokazemy wpierw, ze przy powyzszych zalozeniach jest f(z) <
fly) +d(z,y) dla z,y € X. Gdyby bowiem bylo inaczej, to dla pewnych
a,b € X byloby f(a) > f(b) + d(a,b). Polézmy wiec

T dla = # a,
o) = {f( ) #

f(b) +d(a,b) dlaz=a.

Wowcezas g < fig # f, ale nietrudno zauwazyé, ze d(z,y) < g(x) + g(y)
(istotnie, wystarczy rozwazy¢ przypadek = = a # y; wtedy d(x,y) <
d(z,b) +d(b,y) < d(z,b) + f(b) + f(y) = g(x) + g(y)) —sprzecznod¢ z mini-
malnoscia f. Sa zatem spelnione warunki (2) — (3) z lematu 2.3.2 z f w miej-
sce f,; warunek (4) z tego lematu jest oczywista konsekwencja (2).
Zalézmy teraz, ze f: X — [0,400) jest ekstremalna. Wéwczas waru-
nek (1) zachodzi wprost z definicji. Wykazemy warunek (2). Niech F bedzie
rodzing funkcji f: X — [0, 4+00) speliajacych (1); rodzina ta jest niepusta,
poniewaz f € F. Pokazemy, ze w F istnieje element minimalny f < f.
Niech {f;}ier bedzie lancuchem w F i niech f(x) := infic; fi(x). Oczywidcie
f(z) €[0,+00) dla z € X. Pokazemy, ze f € F. Gdyby d(a,b) > f(a)+ f(b)
dla pewnych a,b € X, istnialoby takie fil e F, ze
d(a,b) = f(a) + (d(a,b) = f(a) = f(b)) + f(b) > fi, (a) + [ (D)

oraz takie fz‘z e F, ze

d(a,b) = fiy (@) + f(b) + (d(a,b) = fi,(a) = F(0)) > fir (a) + fia (b)-
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Poniewaz { f;}icr jest lafcuchem, mozemy zalozy¢ np., ze f;, < fi,. Mamy
wowezas d(a,b) > fi, (a)+ fi, (b) > fi, (a)+ fi, (), co jest sprzeczne z f;, € F.
Istnienie elementu minimalnego f < f wynika wiec z lematu Kuratowskiego—
~Zorna. Z pierwszej cze$ci dowodu widaé, ze spelnione sa warunki (2) — (3)
z lematu 2.3.2 z f w miejsce f,. Gdyby wiec (2) nie zachodzilo, byloby f < f

if % f —sprzecznos¢ z definicja funkcji ekstremalne;j. O

W dalszym ciggu bedziemy czesto korzystaé z powyzszej charakteryzacji.

Nastepujacy lemat podaje podstawowe wlasnoéci funkcji ekstremalnych.

Lemat 2.3.4. Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng.

(1) Niech A bedzie niepustym podzbiorem X, a funkcja r: A — [0, 400)
niech spelnia nieréwnosé d(x,y) < r(z)+r(y) dlaxz,y € A. Wowczas istnieje
takie jej rozszerzenie 7: X — [0, +00), Ze d(z,y) < 7(x)+7(y) dla dowolnych
x,y € X, oraz funkcja ekstremalna f na X nie wieksza niz .

(2) Dia f €eX ia€ X mamy f(a) =sup|f — fal.

(3) Dla dowolnych f € eX, § >0 ia € X istnieje taki punkt x € X, Ze
fla) + f(z) < d(a,z)+6.

(4) Granica jednostajnie zbieznego ciggu funkcji ekstremalnych jest funk-

cjg ekstremalng.

Dowad. (1) Ustalmy a € A i polézmy

d(z,a)+r(a) dlazxeX\A,
r(x) dla xz € A.

Gdy z,y € A, to d(z,y) < r(z) +r(y) = 7(x) + 7(y). Gdy z € X \ A
iy e A, wowezas d(x,y) < d(z,a) + d(a,y) < d(z,a) + r(a) + r(y) =
7(z) + 7(y). Wreszcie, gdy x,y € X \ A, mamy d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) <
d(z,a)+r(a)+d(y,a)+r(a) = 7(x)+7(y). Druga czesé¢ tezy wynika z lematu
Kuratowskiego—Zorna w sposéb analogiczny jak w dowodzie lematu 2.3.3.

(2) Poniewaz dla a,x € X mamy fy(z) = d(a,z) < f(a) + f(z) oraz
F() < fla) + d(a,z) = £(a) + fula), zatem |f(z) — fu(2)] < f(a). Stad
sup | f — fa| < f(a). Z drugiej strony, dla = a otrzymujemy | f(x)— fu(z)| =
#(a), wige sup | f — ful = f(a).

(3) Dla dowodu nie wprost zal6zmy, ze istnieja takie f € eX, a € X oraz
d > 0, ze dla dowolnego x € X zachodzi nieréwnoéé d(a, z)+4d < f(a)+ f(x).
Mozemy przy tym zalozyé, ze 6 < f(a). Zdefiniujmy dla z € X funkcje

) @) dla z # a,
g(x) =
fla) =90 dlaz=a.

Dla z,y € X mamy d(x,y) < g(x) + g(y). (Ponownie wystarczy sprawdzié

przypadek @ = a # y; wéwezas d(z,y) < f(z) + f(y) — 0 = g(z) + 9(y).)
Ponadto 0 < g < fig# f, co jest sprzeczne z minimalnoscia f.
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(4) Niech (f,)$2 | bedzie ciagiem funkcji ekstremalnych na X zbieznym
jednostajnie do pewnej funkcji f: X — [0, +00). Oczywiscie d(x,y) < f(x)+
fly) dla z,y € X. Zalézmy, ze f nie jest punktowo minimalna; oznacza to,
ze istnieje taka funkcja g: X — [0,400), 2e ¢ < f i g # [ oraz d(z,y) <
g(x)+g(y) dlaz,y € X. Niech a € X bedzie punktem, w ktérym g(a) < f(a)
i niech § := f(a) — g(a). Wybierzmy N € N tak, by sup|fny — f| < %.
Z punktu (3) wynika istnienie takiego punktu z € X, ze fy(a) + fn(z) <
d(a,z) + g. Otrzymujemy wiec: g(a) + g(x) = f(a) —d + g(z) < f(a) +
F() =6 < (@) + 2+ fule) + 2 =6 = f(a) + fnle) — 3 < d(a,z) -
sprzecznosc. 0

Uwaga 2.3.5. Zauwazmy, ze punkt (2) powyzszego lematu jest uogdlnieniem

wzoru (5) lematu 2.3.2.

Jak dotad badaliémy jedynie wtasnosci pojedynczych funkcji ekstremal-
nych. Wprowadzimy teraz metryke w ich zbiorze i wykazemy kilka wtasnosci

przestrzeni funkcji ekstremalnych.

Definicja 2.3.4. Niech X bedzie przestrzenig metryczna. Odlegtos¢ dwoch
funkcji ekstremalnych f, g € eX zdefiniujemy wzorem d(f,g) := sup |f — g|.

Spelnianie przez powyzej okreslona funkcje d aksjomatow metryki jest
trywialna konsekwencjg wlasnosci wartosci bezwzglednej i monotonicznosci
operacji supremum funkcji. Jedynym nieoczywistym faktem moze byé¢ skori-
czono$¢ funkeji d (pamietajmy, ze funkcje ekstremalne moga by¢ nieograni-
czone!). Fakt ten oraz pewne inne wlasnosci e X jako przestrzeni metrycznej

sg trescig ponizszego lematu.

Lemat 2.3.5. Niech X bedzie przestrzeniq metryczng.

(1) Punkcja d: eX xeX — [0,400) z definicji 2.3.4 jest metrykq na eX,
przy czym odwzorowanie e: X — X (zob. definicja 2.3.3) jest zanurzeniem
1zometrycznym.

(2) Jesli f € eX, to f < diam X; w szczegdlnosci diame X = diam X.

(3) Jesli X jest zwarta, to €X jest rowniez zwarta.

(4) Jesli s jest funkcjq ekstremalng na €X, to s o e jest funkcjq ekstre-

malng na X.

Dowdd. (1) Wystarczy pokazaé, ze d przyjmuje wartosci skonczone.
Niech f,g € eX. Obierzmy a € X. Na mocy punktu (2) lematu 2.3.4 mamy:
d(f,g) = sup|f —g| <sup(|f — fal +|fa —g]) <sup|f — fol +sup|g— fa| =
fla) + g(a) < +oo. Druga czes$é tezy jest réwnowaznym sformulowaniem
punktu (5) lematu 2.3.2.

(2) Gdy X jest nieograniczona, nie ma czego dowodzi¢. Zalézmy wigc,
ze X jest ograniczona. Gdyby bylo f(a) > diam X dla pewnego a € X, to
ktadac h(z) := min{ f(z),diam X} dla x € X otrzymalibyémy h < f, h # f
oraz d(z,y) < h(x) + h(y) dla dowolnych z,y € X —sprzecznosé z ekstre-
malnoscia f. Stad dla dowolnych f € eX, x € X mamy f(z) € [0, diam X]|



Rozdzial 2. Przestrzenie hiperwypukle 28

i w konsekwencji diam e X < diam X. Nieréwnosé¢ przeciwna wynika z drugiej
czesci punktu (1).

(3) Kazda funkcja f € €X jest nierozszerzajaca, wiec €X jest rodzina
funkcji jednakowo jednostajnie ciaglych. Z punktu (2) wynika, ze wszystkie
funkcje ekstremalne na X sa wspélnie ograniczone. Z lematu Arzeli i z punk-
tu (4) lematu 2.3.4 wynika wiec, ze eX jest zwartym podzbiorem C(X).

(4) Niech s bedzie funkcja ekstremalng na e X (czylis € eeX). Dlaz,y €
X mamy d(z,y) = d(fa, fy) < 5(fa)+5(f,) = (s0€)(x)+ (s0¢)(y). Pozostaje
wykaza¢ minimalno$¢ s o e. Zalézmy wiec, ze istnieje funkcja ekstremalna
h € eX nieprzekraczajaca soe oraz punkt a € X, w ktérym h(a) < (soe)(a).
Zdefiniujmy funkcje t: eX — [0, +00) wzorem:

h(a) dla f = f,.

Widaé, ze t < s it # s. Pokazemy, ze d(f,g) < t(f)+t(g) dla f,g € X, co

bedzie sprzeczne z ekstremalnoscig s.

) = {S(f) dia | # fas

Wystarczy rozwazyé¢ przypadek f # f, = g. Obierzmy § > 0. Na mocy
punktu (3) lematu 2.3.4 istnieje takie b € X, ze f(a) + f(b) < d(a,b) + ¢.
Rozwazmy dwa przypadki.

a) Gdy a = b, z powyzszej nieréwnosci otrzymujemy f(a) < g; wowczas
d(f, fa) = fla) <H(f) +t(fa) + 5.

b) Gdy a # b, to d(f, fo)+ f(b) —0 = f(a)+ f(b) — < d(a,b) < h(a)+
h(b) < h(a)+ (soe)(b) = t(fa)+t(fp). Poniewaz s jest funkcja ekstremalna,
mamy t(fp) = s(fp) < s(f)+d(f, f) = t(f)+ f(b). Dodajac obie nieréwnosci
stronami widzimy, ze d(f, fa) + f(b) =0 +1(fy) < t(fa) +1(fs) +1(f) + f(b),

czyli d(f, fa) <t(f) +t(fa) + 0.
W obu przypadkach, wobec dowolnosci § > 0, otrzymujemy teze. O

W dalszym ciagu zobaczymy, ze wlasnosé (3) powyzszego lematu jest
szczegdlnym przypadkiem punktu (4) lematu 3.2.4. Wynik ten jest intere-
sujacy, zobaczymy bowiem, ze jest to odpowiednik znanego z analizy funk-
cjonalnej lematu Mazura.

Gtéwnym rezultatem tego paragrafu jest ponizsze twierdzenie, udowod-
nione przez Isbella. Stanowi ono pozytywna odpowiedZ na problem posta-

wiony na poczatku paragrafu.

Twierdzenie 2.3.6. Dla dowolnej przestrzeni X, przestrzen (€X,e) jest

powtokq hiperwypukiq X .

Dowdd. Pokazemy wpierw, ze €X jest przestrzenia hiperwypukta. Niech
{fi}ier bedzie pewnym zbiorem punktéw w £X, a {r;};e; zbiorem liczb
nieujemnych o tej wlasnosci, ze d(f;, f;) < m +rj dla i,j € I. Okredlmy
odwzorowanie r: {f;};, — [0,400) wzorem 7(f;) := r;. Na mocy punk-
tu (1) lematu 2.3.4 istnieje rozszerzenie 7: eX — [0,400) funkcji r spel-

niajace warunek d(f,g) < 7(f) + 7(g) dla f,g € X oraz funkcja ekstre-
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malna s € eeX nieprzekraczajaca 7. Z punktu (4) lematu 2.3.5 wiemy, ze
soe € €X. Niech f € €X bedzie dowolna. Dla kazdego x € X mamy:
(soe)(x) = f(z) = s(f) = d(f, fo) < s(f) <T(f) oraz f(x) — (soe)(x) =
A(f, f2) = s(f) < s(f) < 7(f), a stad [(s 0 €)(x) — f(@)] < 7(f) i wo-
bec dowolnosci x € X otrzymujemy d(s o e, f) = sup|soe — f| < 7(f).
Zatem s oe € B(f,7(f)) dla kazdej funkcji f € X i w szczegdlnosci
soe € s B(fi,ri) i stad przekréj ten jest niepusty.

Zalézmy teraz, ze Y jest taka przestrzenia hiperwypukla, ze e(X) C
Y C eX. Wobec wniosku 2.2.8 istnieje nierozszerzajaca retrakcja R: eX —
Y. Niech f € eX. Mamy: R(f)(z) = d(R(f), fz) = d(R(f),R(e(x))) <
d(f,e(z)) = d(f, fz) = f(z) dla dowolnego = € X. Stad R(f) = f dla
kazdego f € €X, a to oznacza, ze retrakcja R: eX — Y jest identycznodcia;
zatem Y = eX. O

Uwaga 2.3.6. Zauwazmy, ze e.x: €X — ecX jest izometria. Istotnie, na
mocy punktu (1) lematu 2.3.5 wystarczy pokazad, ze e.x jest suriekcja; ale
to jest natychmiastowa konsekwencja definicji powloki hiperwypuklej oraz

hiperwypuktoéci e X.

Whniosek 2.3.7. Klasa przestrzeni hiperwypuklych pokrywa sie z klasg ab-

solutnych retraktéw nierozszerzajgcych.

Dowdd. W $wietle wniosku 2.2.8 wystarczy pokazaé, ze kazdy absolutny re-
trakt nierozszerzajacy jest hiperwypukty. Niech X bedzie takim retraktem;
zatem podprzestrzen e(X ) C X (jako izometryczna z X ) réwniez ma te wla-
snosé. Istnieje zatem nierozszerzajaca retrakcja R: eX — e(X) przestrzeni
hiperwypuktej €X na e(X); na mocy twierdzenia 2.2.9 przestrzen e(X),
a zatem i X, jest hiperwypukla. O

Uwagi

Definicja 2.1.1 pochodzi z pracy [1]. W tej samej pracy zdefiniowano pewne po-
jecia pokrewne, jak np. tzw. wlasnos¢ (P), przedyskutowano zwiazki miedzy nimi,
w szczegblnosci te opisane w uwagach 2.1.1 i 2.1.2, oraz udowodniono twierdze-
nie 2.1.5. Twierdzenie 2.1.1 oraz przyklady 2.1.2 zaczerpnatem z pracy [10]. Warto
zauwazy¢, ze hiperwypuklo$é plaszezyzny z metryka ,maksimum” (przyklad 2.1.2)
mozna wykorzysta¢ do dowodu charakteryzacji hiperwypuktych, dwuwymiarowych
przestrzeni Banacha: sg to doktadnie te przestrzenie, w ktérych kula ma doktadnie
cztery punkty ekstremalne (zob. [4]). Twierdzenie 2.1.2 mozna znalezé m.in. w [14];
twierdzenie 2.1.3 jest cytowane w [1]. Przyktady 2.1.3 zostaly podane w [6], za$
praca [4] zawiera ich wspdlne uogélnienie, czyli twierdzenie 2.1.4. Definicje 2.1.4
i 2.1.5 oraz wiekszo$¢ nastepujacych po nich wlasnoéci jest wykazana badz wspo-
mniana w [10]. Twierdzenie 2.1.9 zostalo wykazane (przy nieco innych zalozeniach)
w pracy [2]; w tejze pracy zaanonsowano wynik wniosku 2.1.10.

Wigkszos¢ paragrafu 2.2 pochodzi z prac [1] oraz [10]; dowdd twierdzenia
Hahna—Banacha 2.2.1 powolujacy sie na hiperwypuklo$¢ prostej podatem za [10].

Pojecie modulu ciaglosci i jego wlasnosci oraz twierdzenia 2.2.4 1 2.2.10 cytuje za [1];
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alternatywne metody dowodu twierdzenia 2.2.10 pochodza z [10]. Wniosek 2.2.8
wykazano w [1], a twierdzenie 2.2.9 w [10].

W zasadzie wszystkie wyniki paragrafu 2.3 podaje za [10]; twierdzenie 2.3.6
wykazal Isbell w [13]. Odnotujmy, ze Espinola i Khamsi [10] stosuja charakteryzacje

z lematu 2.3.3 jako definicje funkeji ekstremalnej.



Rozdziat 3

Punkty stale operatoré6w w przestrzeniach

hiperwypuktych

W tym rozdziale wykazemy kilka twierdzen o punkcie staltym. Zaczniemy
od klasycznego twierdzenia Baillona o niepustosci i hiperwypuklosci zbioru
punktéw stalych odwzorowania nierozszerzajacego przestrzeni hiperwypu-
ktej ograniczonej w siebie. Jako wniosek z twierdzenia Baillona udowod-
nimy jednoznacznos¢ z doktadnoscig do izometrii powloki hiperwypukilej,
a nastepnie wykazemy, ze w przypadku podzbioru przestrzeni unormowanej
suma odwzorowania nierozszerzajacego i odwzorowania zwartego réwniez
ma punkt staly (przy pewnych dodatkowych warunkach).

Drugi paragraf jest po$wiecony twierdzeniom typu Schaudera, Darbo—
—Sadowskiego oraz Moncha. Pokazujemy najpierw, ze zwarte odwzorowanie
przestrzeni hiperwypuklej w siebie ma punkt staly. Dowdéd wykorzystuje
m.in. kilka centralnych wynikéw rozdziatu 2: konstrukcje Isbella powtoki
hiperwypuktej dowolnej przestrzeni, ktére pozwala zanurzyé¢ kazda prze-
strzen zwarta w C(K), zwarto$¢ powloki hiperwypuklej przestrzeni zwartej,
twierdzenie o rozszerzaniu odwzorowan jednostajnie ciaglych o wartosciach
w przestrzeni hiperwypuklej oraz klasyczne twierdzenie Schaudera.

W dalszej czesci paragrafu 3.2 wprowadzamy pojecia miar niezwarto-
sci (Hausdorffa i Kuratowskiego), dowodzimy kilku znanych ich wlasnosci,
a takze pokazujemy, ze operacja brania powloki hiperwypuktej nie zmienia
miary niezwartosci. Wlasnosci te pozwola nam udowodnié¢ twierdzenie ty-
pu Darbo-Sadowskiego, ktére wykazal Espinola. Na zakonczenie uogdlnimy
ten wynik, pokazujac, ze mozna w nim opuécié¢ zalozenie ograniczonosci oraz

rozwazaé klase odwzorowan szersza niz odwzorowania zgeszczajace.

3.1. Twierdzenie Baillona o punkcie stalym i pewne jego

rozszerzenie

Zajmiemy sie najpierw twierdzeniem o punkcie stalym dla odwzorowan

nierozszerzajacych.

Twierdzenie 3.1.1. Niech X bedzie przestrzeniq hiperwypukle ograniczong,
aT: X — X odwzorowaniem nierozszerzajgcym. Wowczas T ma przynaj-

mniej jeden punkt statly.



Rozdzial 3. Punkty stale operatoréow w przestrzeniach hiperwypuklych 32

Dowdd. Niech ¥ := {A C X : A € A(X),T(A) C A}. Rodzina ¥, upo-
rzadkowana relacjg inkluzji, spetnia zalozenia lematu Kuratowskiego—Zorna.
Niech A bedzie minimalny w X. Pokazemy, ze A = cov T(ﬁ) Poniewaz
T(ﬁ) C Aicov T(A) jest najmniejszym zbiorem dopuszczalnym zawiera-
jacym T(A), wiec covT(A) C A. Stad T(covT(A)) C T(A) C covT(A),
a zatem covT(A) € ¥. Z minimalnoéci A wnosimy, ze cov T'(A) = A.
Zauwazmy, ze dla z € X mamy réwnosé r,(A) = r,(T(A)). Tstotnie,
T(A) C A, wiec r,(T(A)) < ro(A). Gdyby dla pewnego z € X zacho-
dzita nieréwnosé r,(T(A)) < r,(A), wéwezas istniatoby takie y € A, ze
r+(T(A)) < d(x,y), a stad y ¢ B(z,r,(T(A))) i tym bardziej y ¢ cov T(A).
Niech C := CA(A) =MN,eiBi (z,7(A)). Poniewaz A jest hiperwypukly,
wiec C' # () (punkt (4) lematu 2.1.7). Zauwazmy, ze C jest dopuszczalny
w X jako przekrdj zbioréw dopuszezalnych: C = A N Nyei Bx (x,r(/]))
Wykazemy, ze T(C) C C. Niech y € T(C), wéwczas y = T'(x) dla pew-
nego x € C. Mamy wtedy: 7,(A) = r,(T(A)) = SUp, ey 4y d(y,2) =
wed AT(x), T(w)) < sup,zd(r,w) = re(A) = %diamg = rA(A).
Z drugiej strony ry(A) > r;(A); zatem ry(A) = r;(A) i w konsekwencji

sup

y € C. Mamy zatem C € ¥ oraz C C A; ale A jest minimalny w ¥, wiec
C = A. Na mocy hiperwypuklosci A i punktu (5) lematu 2.1.7 zbiér A
jest jednopunktowy; oznaczmy jego jedyny element przez a. Z warunku
T (ﬁ) C A wynika, ze T(a) = a, czyli a jest punktem stalym odwzoro-

wania 7. OJ

Uwaga 3.1.1. Jak latwo zauwazy¢ na przykladzie przestrzeni X := R i od-
wzorowania x — x + 1, zalozenie ograniczono$ci jest w powyzszym twier-

dzeniu istotne.

Wykazemy teraz pewien wniosek z udowodnionego wlasénie twierdzenia;
w przeciwienstwie do pracy [2], nie wlaczyliémy go do jego tresci, poniewaz

we wniosku tym mozna istotnie ostabié¢ zalozenia.

Whniosek 3.1.2. Niech T: X — X bedzie nierozszerzajgcym odwzorowa-
niem przestrzeni hiperwypukiej X w siebie posiadajgcym choc jeden punkt

staly. Wowczas zbior punktow stalych odwzorowania T jest hiperwypukly.

Dowdd. Niech F := {z € X : x = T(x)}. Niech {Bp(x;,r;)}ics bedzie
taka rodzing kul domknietych w F, ze d(z;,z;) < i +r; dla i,j € 1.
Niech A := (;e; Bx (i, 7i); z hiperwypuklosci X wiemy, ze A jest niepusty,
a wiec hiperwypukly (jako dopuszczalny podzbiér X). Oczywiscie A jest
tez ograniczony. Zauwazmy, ze skoro kazdy punkt x; jest punktem statym
odwzorowania 7', to dla dowolnego y € A oraz i € I mamy d(x;, T(y)) =
d(T(x:), T(y)) < d(zi,y) < 14, czyli T(y) € Bx(z;,7;) dla kazdego i € I;
to za$ oznacza, ze T(y) € A. Stad obciecie T'|4 jest nierozszerzajacym od-
wzorowaniem ograniczonej przestrzeni hiperwypuklej A w siebie. Z twier-
dzenia 3.1.1 wynika zatem, ze ma ono punkt staly, czyli AN F # (). Wobec

réwnoéci AN F = (;e; Br(i, ;) dowéd wniosku jest wigc zakoficzony. [
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Dysponujac wnioskiem 3.1.2, mozemy teraz sformutowaé i udowodnié¢
twierdzenie o jednoznacznosci powtoki hiperwypuklej, zapowiadane w uwa-
dze 2.3.2.

Twierdzenie 3.1.3. Niech X bedzie przestrzeniqg metryczng, a (Y1,e1),
(Ya, e2) dwiema jej powlokami hiperwypuklymi (w sensie definicji 2.3.1).
Istnieje wowczas taka izometria i: Y1 — Ys, Ze odwzorowanie 62_1 otoe; jest

identycznoscig na X.

Dowdd. Niech i1: e1(X) — Y2 bedzie zdefiniowane wzorem iy (e1(z)) =
ez(z) dla z € X; poniewaz e;: X — Yi jest iniekcja, wiec i1 jest do-
brze okreslone. Ponadto i; jest zanurzeniem izometrycznym, poniewaz dla
z1,z2 € X mamy réwnosci d(i1(e1(z1)),i1(e1(z2))) = d(ez2(z1), e2(z2)) =
d(z1,x2) = d(e1(z1),e2(x2)); w szczegdlnosci iy jest nierozszerzajace. Na
mocy wniosku 2.2.5 istnieje przedtuzenie iy do odwzorowania nierozszerza-
jacego i1: Y1 — Y. Analogicznie wykazujemy istnienie odwzorowania nie-
rozszerzajacego iz: Y2 — Y7 o tej wlasnosci, ze i2fq,(x) = €1 062_1. Rozwazmy
odwzorowanie T': Y7 — Yj okredlone wzorem T := i3 o 71. Oczywiscie jest
to odwzorowanie nierozszerzajace przestrzeni metrycznej Y; w siebie; po-
nadto obcigcie T/, (x) jest zanurzeniem identycznodciowym (istotnie, dla
y1 € e1(X) mamy T(y1) = 2 0i1(y1) = iz 0i1(y1) = 2 0exoey ' (y1) =
e o 62_1 o0 ey 0 el_l(yl) = y1). Oznaczajac przez F zbiér punktéw sta-
lych odwzorowania T otrzymujemy stad inkluzje e;(X) C F C Yp; ale F
jest hiperwypukly na mocy wniosku 3.1.2, zad Y7 jest powloka hiperwy-
pukta e1(X); stad F = Y7, wiec T jest po prostu identycznoscia na Y.
Polézmy teraz i := 7;. Widac¢ od razu, ze ey Loioe; jest identycznoscia
na X. Gdyby ¢ nie byto izometria, wowczas dla pewnych x1, x5 € X bylo-
by d(i(x1),i(z2)) < d(z1,22) (poniewaz i jest nierozszerzajace); ale wow-
czas, jako ze 7z réwniez jest nierozszerzajace, mieliby$my d(T'(x1), T (x2)) =
d(i2(i(x1)), 12(i(22))) < d(i(z1),i(x2)) < d(z1,x2), co przeczy temu, ze T

jest identycznoscia. Dowod jest wiec zakonczony. O

Udowodnimy teraz pewne rozszerzenie twierdzenia Baillona 3.1.1. W tym
celu przytoczymy najpierw (bez dowodu) nastepujace twierdzenie, bedace
wspélnym uogdlnieniem klasycznego twierdzenia Schaudera o punkcie sta-

lym oraz twierdzenia 3.2.1, ktére wykazemy w nastepnym paragrafie.

Twierdzenie 3.1.4. Dowolne zwarte odwzorowanie retraktu absolutnego

w siebie ma punkt staly.

Twierdzenie 3.1.5. Niech K # () bedzie hiperwypukliym i ograniczonym
podzbiorem przestrzeni unormowanej X . Zatézimy, Ze:

(1) Ty: K — X jest odwzorowaniem nierozszerzajgcym,

(2) Ty: K — X jest odwzorowaniem zwartym,

(3) T(z) :==Ti(z) + Ta(z) € K dla dowolnego x € K,
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(4) kazdy taki cigg (x,)52 elementow K, zZe limy, oo (zy, — T(2y)) = 0,
ma punkt skupienia.

Wowczas odwzorowanie T ma punkt staly.

Dowdéd. 7 wniosku 2.2.8 wnosimy, ze istnieje nierozszerzajaca retrakcja
R: X — K;niech R;: X — K bedzie zdefiniowane wzorem R,(x) := R(%x)
dla ¢ € (1,400). Dla dowolnych y € K i ¢ > 1 okre§lmy odwzorowa-
nie Ty ,: K — K wzorem T, 4(z) := Ry(Ti(z) + Ta(y)). Oczywiscie jest
ono kontrakcja, poniewaz Hqu(ib'l) — Tyq(z2)| = ||Rg(Th(z1) + To(y)) —
R (Tl(l’g )+ To(y))|| < 1||T1 (x1) — Th(z2)] < %Hazl — x| dla x1, 29 € K,
za 5 € (0,1). Oznaczmy jego jedyny punkt staly przez uy(y); otrzymujemy
w ten sposéb dla kazdego ¢ > 1 funkcje uq: K — K o tej wlasnodci, ze

ug(y) = Ryg(T1 (ug(y)) + To(y))

dlay € K iq > 1; w szczegdlnosci Huq(yl) ug(y2)|| = || Rq(T1(ug(yr)) +
To(y1)) = Ry(T1(uq(y2)) +T2(y2)) | < 5 (luq(y) —ug(y2) [+ 1 T2 (1)~ Ta(y2)]),
czyli

luq(y1) = ug(y2)ll < 5l T2(y1) — Ta(ya) |l

dla y1,y2 € K.

Pokazemy ciaglos¢ odwzorowania u,. Niech € > 0; korzystajac z cia-
glodci 15, wybierzmy takie 6 > 0, by dla y;,y2 € K spelniajacych
lly1 — y2|] < ¢ zachodzila nieréwnosé ||T2(y1) — Ta(y2)|| < %5; wowczas
lug(y1) — uq(y2)l < 55 lIT2(y1) — To(y2)ll < € i w konsekwencji ug jest
ciagte.

Udowodnimy teraz, ze uq: K — K jest odwzorowaniem zwartym. Niech
(yn)o2; bedzie dowolnym ciagiem elementéw z K; poniewaz Th jest zwar-
te, wiec istnieje taki podciag (yn, )i, ze ciag (Ta(yn,))7>, jest zbiezny.
Wybierzmy dowolne € > 0; oczywiscie istnieje takie N, ze dla ki,ko > N
mamy || 72(Yny, ) — T2(yny, )|l < q%qle; z wykazanego wczesniej oszacowania
otrzymujemy ||ug(Yn,, ) — Ug(Yny, )|l < € dla ki, k2 > N. Ciag (ug(Yn, )52
jest zatem ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni zupelnej K. Z dowolnego ciggu
elementéw u,(K) mozemy wiec wyrwaé podciag zbiezny, co oznacza zwar-
to$¢ odwzorowania u,.

7 twierdzenia 3.1.4 oraz wniosku 2.2.8 wynika, ze dla kazdego ¢ > 1
odwzorowanie u, ma punkt staly. Niech (g,)52; bedzie ciaggiem liczb rze-
czywistych wigkszych od 1 zbieznym do jednosci; przez y9 oznaczymy punkt

staly odwzorowania ug, : K — K dlan =1,2,.... Mamy wéwczas:

1yn = Tyl = g, (yn) = (T1(yn) + Ta(yn) || =
= || Ry, (T2 (ug, (1)) + T2(y) — (Ta(yn) + Ta(ym)) || =
= IRy, (Ty(yp) + Ta(yn)) — (T1(yn) + Ta(yn)) || =
= &= (Tu(yn) + Ta(yn)) — (Ti(yn) + Talyp)) | =
= L=2|Ty (yn) + Talyp) | = =2 T(yo)|l-
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Poniewaz zbiér K jest ograniczony, z powyzszego wyliczenia wnosimy, ze
lim,, oo||y? — T(12)|| = 0, a zatem z zatozenia (4) ciag (y9)°°; ma podciag
zbiezny; bez straty ogélnoéci zalézmy, ze ciag (y2)2°, jest zbiezny i niech

Yo := lim, o yO. Mamy wiec
T(yo) = R(T(yo)) = R(T( lim_yp)) =

= R( lim (T(y9))) =

n—oo

= R( lim L(Ty(y}) + Ta(yp)) =

= Jim Ry, (T3 (g, ) + To(00)) =

= lim ug, (yy) = lim y, = yo

n—oo n—oo

i dowdd jest zakonczony. O

3.2. Twierdzenie typu Darbo—Sadowskiego i pewne jego
uogolnienie

Na poczatek wykazemy twierdzenie o punkcie stalym typu Schaudera.
Jakkolwiek jest ono natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia 3.1.4, to
mozna podaé jego prosty dowdd wykorzystujacy przedstawione w poprzed-

nim rozdziale wtasnosci przestrzeni hiperwypuktych.

Twierdzenie 3.2.1. Niech X bedzie przestrzenig hiperwypukte, o T: X —

X odwzorowaniem zwartym. Wowczas T ma punkt staly.

Dowdéd. Z wniosku 2.3.1 wiemy, ze T'(X) ma w X powloke hiperwypukla K.
Z twierdzenia 3.1.3 oraz punktu (3) lematu 2.3.5 wynika, ze K jest zbiorem
zwartym. Na mocy twierdzenia 2.3.6 odwzorowanie e: K — K jest suriek-
cja, a zatem izometrig i w szczegdlnosci homeomorfizmem, wigc e K réwniez
jest zwarty. Niech odwzorowanie T;x : e K — €K bedzie okre$lone wzorem
T.rc = eoT oe ! Oczywiicie jest ono jednostajnie ciagte (jako ciagte od-
wzorowanie okreslone na przestrzeni zwartej); z uwag 2.1.2 i 2.2.2 wynika,
ze jego minimalny modul cigglosci jest subaddytywny. Twierdzenie 2.2.4
pozwala rozszerzy¢ odwzorowanie T.x w sposéb ciagly do odwzorowania
Tok: conve(gy el — eK C conveky ek, gdzie convexyeK oznacza do-
mknieta powloke wypukla zbioru e K w przestrzeni Banacha C(K) rzeczy-
wistych funkcji ciagltych na przestrzeni K. Jest oczywiste, ze T.x jest odwzo-
rowaniem zwartym; klasyczne twierdzenie Schaudera implikuje, ze ma ono
punkt staly x9p € eK = e(K). Pokazemy, ze e 1(xg) jest punktem stalym
odwzorowania 71"
T(e (z0)) =e toeoToe  (29) =

= ¢ (Tek (w0)) = e~ (Tex (w0)) = e~ (x0). O

Whniosek 3.2.2. Kazde cigglte odwzorowanie zwartej przestrzeni hiperwypu-

ktej w siebie ma punkt staly.
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Znanym uogdlnieniem twierdzenia Schaudera jest twierdzenie Darbo—
—Sadowskiego (zob. np. [9, s. 131, Theorem 4]). Zamiast odwzorowania
zwartego wystepuje w nim odwzorowanie nalezace do szerszej klasy tzw.
wodwzorowan p-zgeszczajacych” (ang. u-condensing mappings). Aby zde-
finiowa¢ te klase odwzorowan, przytoczymy najpierw definicje i wlasnosci

miar niezwartosci Hausdorffa i Kuratowskiego.

Definicje 3.2.1. Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni metrycznej X.
Infimum zbioru liczb dodatnich e, dla ktérych istnieje pokrycie skonczo-
ne zbioru A kulami domknietymi w X o promieniach mniejszych badz
réwnych e, nazywamy miarg niezwartosci Hausdorffa zbioru A (wzgledem
przestrzeni X) 1 oznaczamy xx(A), zas miarg niezwartosci Kuratowskiego
zbioru A (wzgledem przestrzeni X) ax(A) nazywamy infimum zbioru tych
liczb € > 0, dla ktérych istnieje pokrycie skonczone zbioru A zbiorami w X
o érednicy nie wigkszej niz €. Gdy nie bedzie watpliwosci, w jakiej przestrze-
ni jest zanurzony zbiér A, bedziemy pisali x(A) i a(A) w miejsce xx(A)
iax(A).

Uwaga 3.2.1. Bedziemy korzystaé¢ z oczywistego faktu, ze jedli i: X — Y
jest izometria przestrzeni metrycznych X i Y oraz i(A) = B dla pewnych
ACX, BCY,toux(A) =py(B)dlap=yxlubu=a.

Nastepujacy lemat opisuje zwigzki miedzy obiema wprowadzonymi mia-

rami niezwarto$ci.

Lemat 3.2.3. Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni metrycznej X.
(1) x(4) < a(A) < 2x(4);
(2) jesli X jest hiperwypukla, to a(A) = 2x(A);
(3) a(eX) < 2xex(e(X)).

Dowdd. (1) Pierwsza nieréwnos$¢ wynika stad, ze jesli C' C X jest zbio-
rem o érednicy d, to C C Bx(z,d) dla dowolnego = € C; druga jest konse-
kwencjg oczywistego faktu, ze Srednica kuli o promieniu r nie przekracza 27.

(2) Na mocy punktu (1) lematu 2.1.7, dowolny podzbiér C' C X o éred-
nicy mniejszej niz d jest zawarty w pewnej kuli domknietej o promieniu %d.

(3) Gdy X jest nieograniczona, teza zachodzi w sposéb oczywisty. Zaléz-
my wiec, ze X jest przestrzenig ograniczona. Niech d := diam X = diameX
(zob. lemat 2.3.5, punkt (2)). Wybierzmy e > 0; istnieje wéwczas zbior skon-
czony {f;}ier C eX o tej wlasnosel, ze e(X) C User Bex (fir xex (e(X))+1e).
Ponadto zwarto$é¢ odcinka [0,d] gwarantuje takiego zbioru skonczonego
{c;}ies € 10,d], ze dla kazdego x € [0, d] istnieje takie j € J, ze [z —¢;| < e.
Niech J! bedzie zbiorem wszystkich odwzorowan ¢: I — J. Dla dowolnego
¢ € J! potézmy Ay = {s € ee X : supie;|s(fi) — el < te}; zauwazmy, ze
eeX = Ugpesr Ay. Istotnie, niech s € eeX oraz i € I; istnieje taki wskaznik
JjedJ, zel|s(fi) —cj| < is. Ktadac ¢(i) := j i powtarzajac to rozumowanie
dla wszystkich i € I otrzymujemy taks funkcje ¢ € J!, ze s € Ag.
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Oszacujemy teraz srednice dowolnego zbioru A,. Niech s,u € Ay. Na mocy
uwagi 2.3.6 mamy s = e.x(g) oraz u = e.x(h) dla pewnych g,h € X,
zatem d(s,u) = d(e:x(9), eex(h)) = d(g,h). Niech x € X bedzie dowolne;
istnieje takie i € I, ze d(fz, fi) < xex(e(X)) + ie. Mamy

|g(x) - h($)| = |d(g, f:):) - d(h’ fx)| = |5(fx) - u(f:):)| <
< s(fa) = s(fi)l + Is(fi) = coy| + legy — wlfi)| + [u(fi) — u(fe)] <
<d(fe fi) + 15+ 12+ d(fis fo) < 2xex (e(X)) +e.

a zatem d(g,h) < 2xex(e(X)) + ¢, czyli diam A, < 2x.x(e(X)) + ¢ dla
wszystkich ¢ € JI. Mamy wigc a(eX) < 2xex (e(X)) + € i wobec dowolno-
$ci e > 0 otrzymujemy a(eX) < 2xx (e(X)). O

Uwagi 3.2.2. Zauwazmy, ze w oczywisty sposéb xy(4) < xx(A), gdy
A C X C Y. Istotnie, jesli {Bx(z;, ;) : i € I} jest pokryciem zbioru A
kulami w X, to {By (z;,r;) : i € I} jest pokryciem zbioru A kulami w Y.
Jak zobaczymy w przykladzie 3.2.1, nier6wnos¢ ta moze by¢ ostra. Ponadto
przy tych samych oznaczeniach mamy tez ay (A) = ax(A); bedziemy zatem
zawsze stosowaé zapis o(A) w miejsce ax(A), co nigdy nie doprowadzi do
niejednoznacznosci. Wreszcie, gdy A C X oraz A C Y, gdzie X i Y sa
dowolnymi przestrzeniami hiperwypuklymi, to xx(A) = xy(A) na mocy

powyzszych rozwazan oraz punktu (2) lematu 3.2.3.

Przyklad 3.2.1. Rozwazmy przestrzen X := R? z metryka metra paryskie-
go (zob. przyktad 2.1.3) i niech A := {{x1,22) € X : 2% + 2% = 1}. Wéwczas
a(A) = 2. Istotnie, poniewaz dowolna para punktéw z A jest odlegla o 2,
zatem kazdy podzbiér C C A o srednicy diam C < 2 musi by¢ jednopunkto-
wy. A jest za$ zbiorem nieskonczonym, wiec nie mozna go pokryé skoncze-
nie wieloma takimi zbiorami. PokazaliSmy w ten sposéb, ze a(A) > 2; ale
diam A = 2 i stad a(A) < 2, co konczy dowdd. Dalej, xa(A) = 2; faktycznie,
dla dowolnego a € A mamy Ba(x,r) = {a}, gdy r < 2, oraz Ba(z,r) = A,
gdy r > 2 i rozumujemy jak poprzednio. Wreszcie z punktu (2) lematu 3.2.3
wnosimy, ze xx(A) = 1.

Zanim podamy dalsze wlasnoéci miar niezwartosci, przypomnimy naste-

pujaca, klasyczng definicje.

Definicja 3.2.2. Przestrzen metrycznag X nazywamy prezwartg, gdy jej
uzupelnienie jest przestrzenig zwarta. W szczegolnosci podzbiér przestrzeni

metrycznej nazywamy prezwartym, gdy jest prezwarty jako podprzestrzen.

Uwagi 3.2.3. Zauwazmy, ze prezwartos¢ przestrzeni X jest réwnowazna na-
stepujacej wlasnosci: z kazdego ciggu elementéow przestrzeni X mozna wy-
rwaé¢ podciag Cauchy’ego. Ponadto prezwartos¢ podzbioru przestrzeni zu-
pelnej jest rownowazna jego warunkowej zwartosci, czyli posiadaniu zwar-

tego domkniecia.
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Lemat 3.2.4. Niech u bedzie miarg niezwartosci Hausdorffa lub Kuratow-
skiego, X —przestrzenig metryczng, zas A i B — podzbiorami X. Wéwczas
(1) gdy A C B, to u(A) < pu(B);
(2) p(AU B) = max{u(A), u(B)} (w szczegdlnosci dla dowolnego b € X
mamy p(AU{b}) = u(A));
(3) u(A) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest prezwarty;
(4) jesli przestrzen X jest hiperwypukia oraz H € H(A), to u(A) = u(H).

Dowdd. Wtasnosci (1) i (2) sa oczywiste.

Dla dowodu wtasnosci (3) w przypadku g = « zauwazmy najpierw, ze
jesli A jest zbiorem prezwartym, to a(A) = 0. Istotnie, niech A bedzie uzu-
pelnieniem podprzestrzeni A. Obierzmy dowolne € > 0 i niech {A4; : i € I}
bedzie pokryciem A zbiorami o Srednicy nie wiekszej niz €. Ze zwartosci A
wynika, ze istnieje taki skonczony podzbiér Iy C I, ze {A4; : i € Iy} jest
pokryciem A-a wiec i A—zbiorami o $rednicy nie przekraczajacej €; wobec
dowolnoéci € > 0 otrzymujemy a(A) = 0.

Aby wykazaé implikacje w przeciwnym kierunku, zastosujemy metode
przekatniowa. Zalézmy, ze A spelnia warunek a(A) = 0. Niech (z,)0;
bedzie dowolnym ciagiem punktéw z A i niech ¢, := 1/n dla n € N.
Wybierzmy pokrycie skonczone {A1; : i € I} podprzestrzeni A zbiorami
o srednicy nie wigkszej niz €1; oczywiscie istnieje taki wskaznik i1 € I1, ze
nieskoriczenie wiele wyrazéw ciagu (r, )5 nalezy do Ai;, ,. Niech (z1,)5%4
bedzie podciagiem ciagu (z, )52, skladajacym sie z tych wlasnie wyrazéw.
Majac pewien podciag (zkn)aoe; ciagu (zn)ne, wybieramy skoniczone po-
krycie {Agy1,i : 4 € Ix41} podprzestrzeni A zbiorami o Srednicy nie wiekszej
niz €41 i tak obieramy wskaZnik 410, by nieskofczenie wiele wyrazéw
clagu (x5 )p2y nalezalo do Agi1,,, o; tworza one podciag (Tg41,n)pne; Ccia-
gu (Tgn)o2q. W ten sposéb konstruujemy indukcyjnie takie ciagi (g n)pey

o0

> 1, a kaz-

dla k = 1,2,..., ze pierwszy z nich jest podciagiem ciagu (z,)
dy nastepny jest podciagiem poprzedniego. Zdefiniujmy teraz ciag (yn)o;
wzorem Yy, := &p, dla n € N. Oczywiscie ciag (y,)5o; jest podciagiem cig-
gu ()22 ;. Niech £ > 0 bedzie dowolne i wybierzmy takie k € N, by & < e.
7 powyzszej konstrukcji wynika, ze dla dowolnego n > k kazdy punkt y,

nalezy do ciagu (xyn)e, zawartego w zbiorze Ay ;, , o $rednicy nie prze-

9]
n=1

kraczajacej €. Stad ciag (yn)52; jest podciagiem Cauchy’ego ciagu (x,)
i dowéd prezwartosci zbioru A jest zakonczony.

W przypadku p = x dowdd prezwartosci zbioru A spelniajacego warunek
X(A) = 0 nie rézni si¢ niemal od rozumowania dla p = «. Zalézmy teraz,
ze A jest zbiorem prezwartym i niech A bedzie uzupelnieniem A. Ustal-
my ¢ > 0iniech { B (i 3¢) t i € I} bedzie skoficzonym pokryciem A kulami
0 promieniu %g. Poniewaz A jest gesty w ﬁ, wiec dla kazdego ¢ € I istnieje
yi € AN Bg(xi, %6) 7 nieréwnodci tréjkata wynika, ze {Bg(yi,e) i e}
jest skonczonym pokryciem A, a wigc {Ba(yi,€) : i € I} jest pokryciem A.
Stad x4(A) = 0 i wobec uwagi 3.2.2 tym bardziej xx(A4) = 0.
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Udowodnimy wlasnosé (4). Mamy 2xx(A) = a(A) < a(H) < 2xp(A4) =
2xx(A), gdzie skorzystaliémy kolejno z wlasnosci (2) lematu 3.2.3, punk-
tu (1) lematu 3.2.4, punktu (3) lematu 3.2.3 oraz uwag 3.2.11 3.2.2, co daje
teze dla u = a. Rozwazmy teraz przypadek p = x. Z powyzszego oraz z wla-
snofci (2) lematu 3.2.3 wnosimy, ze yx(4) = 2a(A) = Sa(H) = xx(H)

i dowdd jest zakonczony. O

Wykazemy teraz zapowiadane twierdzenie typu Darbo-Sadowskiego dla

przestrzeni hiperwypuktych, udowodnione przez Espinole.

Twierdzenie 3.2.5. Niech X bedzie przestrzenig hiperwypuklq ograniczong,
w miarg niezwartosci Hausdorffa lub Kuratowskiego i niech odwzorowanie
T: X — X bedzie p-zgeszczajgcee © ciggle. Wowcezas T ma co najmniej jeden

punkt staty w X.
Dowod. Wybierzmy dowolny punkt a € X i zdefiniujmy
Y:={H C X :a€ H,H hiperwypukly, T(H) C H}.

Oczywiscie ¥ # (), poniewaz X € X; na mocy wniosku 2.1.10 i lema-
tu Kuratowskiego-Zorna istnieje w X element minimalny H. Niech C €
Hy (T(H) U {a}); oczywiscie a € C C X, zbiér C jest hiperwypukly oraz
T(C)C Cistad C € X; ale C C H i wobec minimalnosci H w ¥ otrzymu-
jemy C' = H. Mamy teraz

u(H) = w(C) = u(=(T(H) Ufa})) = p(T(H) U{a}) = u(T(H)).
Poniewaz T jest u-zgeszczajace, wnosimy, ze M(FI ) =0, czyli H jest zwarty
(jako zbidr prezwarty i zupelny). Z twierdzenia 3.2.1 wnioskujemy o istnieniu

punktu stalego odwzorowania 7T'| 7 H—H , co konczy dowdd. O

Na koniec tego paragrafu i rozdzialu udowodnimy pewne uogdlnienie

twierdzenia 3.2.5.

Twierdzenie 3.2.6. Niech X bedzie przestrzeniq hiperwypuklq, zas a € X
pewnym jej punktem. Zatéimy, ze T': X — X jest odwzorowaniem cigglym
oraz ze kazdy taki podzbior V. .C X, ze T(V)U{a} =V bV € Hx(T(V)),

jest warunkowo zwarty w X. Wowczas T ma punkt staty.

Dowdd. Pokazemy wpierw istnienie takiego niepustego podzbioru Z C X,
ze Z C T(Z). Niech A := {a,T(a),T?*(a),...}. Jedli A jest zbiorem skoficzo-
nym, to dla pewnych n,k > 0 mamy T"(a) = T"*(a) i wéwczas wystar-
czy przyjaé Z := {T"(a), T"* ' (a),...,T"*(a)}. W przeciwnym przypad-
ku zdefiniujmy Z jako zbiér punktéw skupienia zbioru A; oczywidcie A =
T(A)U{a}, wiec A jest warunkowo zwarty w X istad Z # (). Obierzmy teraz
dowolne y € Z. Istnieje réznowartosciowy ciag (yn)o, w A\ {y,a} zbiezny
do y. Dla kazdego n € N istnieje wiec takie z,, € A, ze y,, = T'(xy,). Z warun-
kowej zwarto$ci A w X wnioskujemy, ze z ciagu (x, )52 ; mozna wyrwaé pod-
ciag (zp, )72, zbiezny do pewnego = € X. Zalozylidmy, ze (yn);e; jest roz-

nowartosciowy, wiec to samo dotyczy ciagu (z,, )5 ,; W szczegdlnosci = nie
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wystepuje w (xn, )72, nieskonczenie wiele razy i stad z € Z. W konsekwencji
y = limy, oo Yp = imypoo Yn, = limg_soo T'(zp,) = T(limg—00 p, ) = T'(2)
iy eT(Z), cowobec dowolnosci y € Z konczy dowdd inkluzji Z C T'(Z).

Oznaczmy teraz
¥ :={H C X :Z C H, H hiperwypukly, T(H) C H}.

Oczywiscie X C 3, wiec rodzina X jest niepusta. Z wniosku 2.1.10 i lema-
tu Kuratowskiego—Zorna wynika istnienie elementu minimalnego Hw3X.
Niech teraz C' C 'Hﬁ(T(ﬁ)) Oczywiscie Z C T(Z) C T(H) C C, zbior
C' jest hiperwypukly oraz T'(C) C T(H) C C, zatem C € %; ale C C H
i H jest minimalny w ¥, wiec C = H. Stad H € Hﬁ(T(fI)) C Hx(T(H))
i na mocy zalozenia zbiér H jest warunkowo zwarty, a wiec zwarty (po-
niewaz hiperwypukle podzbiory dowolnej przestrzeni metrycznej sa zawsze
domkniete jako podprzestrzenie zupelne). Stosujac wniosek 3.2.2 do odwzo-

rowania 7| T H—H otrzymujemy teze. O

Uwagi 3.2.4. Nietrudno wykazaé, ze kazde odwzorowanie u-zgeszczajace
przestrzeni hiperwypuklej w siebie, gdzie p jest miara niezwarto$ci Haus-
dorffa lub Kuratowskiego, spelnia zalozenia twierdzenia 3.2.6. Niech bo-
wiem T': X — X bedzie takim odwzorowaniem i niech T(V) U {a} =V dla
pewnego punktu a € X oraz podzbioru V' C X; gdyby u(V) > 0, byloby
p(V) = p(T(V)u{a}) = p(T(V)) < u(V)—sprzecznosé. Niech z kolei
V € Hx(T(V)); woéwcezas réwniez nie moze by¢ p(V) > 0, poniewaz wtedy
u(V) = u(T(V)) na mocy punktu (4) lematu 3.2.4. W kazdym przypadku
okazuje si¢ wiec, ze V jest prezwarty, a zatem warunkowo zwarty w przestrze-
ni zupelnej X . Twierdzenie 3.2.6 jest zatem uogélnieniem twierdzenia 3.2.5.
Zauwazmy tez, ze w twierdzeniu 3.2.6 nie zakladamy ograniczonosci prze-

strzeni X.

Uwagi

Twierdzenie 3.1.1 oraz wniosek 3.1.2 pochodza z pracy [2]. Zauwazmy, Ze ana-
logiczne wlasnoéci sa prawdziwe w przestrzeniach Hilberta: zbiér punktéw statych
nierozszerzajacego odwzorowania niepustego, domknigtego, ograniczonego i wypu-
kego podzbioru takiej przestrzeni jest niepusty i wypukly (zob. np. [8]); warto
odnotowaé, ze w przypadku hiperwypuklym mamy do czynienia z zupelnie innymi
metodami dowodowymi. Dowdd twierdzenia 3.1.3 podaje za [10]. Twierdzenie 3.1.4
pochodzi z ksiazki [8]. Twierdzenie 3.1.5 jest wykazane (przy odrobine mocniejszych
zalozeniach) w pracy [5]; zaklada si¢ tam m.in., ze dla o € [0, 1], z € K jest zawsze
ax € K. Sposéb ominiecia tego zalozenia, pochodzacy od Espinoli, zakomunikowal
mi D. Bugajewski.

Twierdzenie 3.2.1 jest trywialnym uogélnieniem lematu 3 z pracy [9], ktéry
w niniejszej pracy jest zacytowany jako wniosek 3.2.2. Definicja i wlasno$ci miar
niezwarto$ci Hausdorffa i Kuratowskiego sa omoéwione np. w [6], za$ ich zwiazki
z hiperwypukloscia np. w [10]. Dowodzac punktu (3) lematu 3.2.3 wzorowalem sie

na [10]; w oszacowaniu tam podanym po lewej stronie nieréwnosci wystepuje miara
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niezwartosci przestrzeni nieco wiekszej, ale po prawej stronie jest miara niezwartosci
wzgledem przestrzeni X; dowod zamieszczony tutaj poprawia zatem pewien szcze-
g6lny przypadek nieréwnosci z [10]. Twierdzenie 3.2.5 jest udowodnione w pracy [9],

za$ twierdzenie 3.2.6 i uwaga 3.2.4 pochodza z [6].



Rozdzial 4

Zastosowania do teorii r6wnan calkowych

Na koniec pracy pokazemy przykladowe zastosowanie twierdzenia Bail-
lona 3.1.1 do teorii nieliniowych réwnan catkowych. W paragrafie 4.1 zaj-
miemy sie rownaniem typu Fredholma, zaé w paragrafie nastepnym — réwna-
niem typu Volterry. Metoda dowodu polegaé¢ bedzie na okresleniu pewnego
zwiazanego z danym réwnaniem nierozszerzajacego odwzorowania pewne-
go ograniczonego i hiperwypuklego podzbioru przestrzeni L>[a,b] w siebie
i pokazaniu, ze punkt staly tego odwzorowania jest szukanym rozwiazaniem

danego réwnania.

4.1. Roéwnanie nieliniowe Fredholma

Twierdzenie 4.1.1. Rozwaimy réwnanie

b
z(t) = g(t) +/a F(t,s,x(s))ds, ()

w ktorym g € Cla,b], odwzorowanie F': [a,b] X [a,b] x R — R jest ciggle,

niemalejgce ze wzgledu na trzecig zmienng oraz spetnia nierdwnosé
‘F<t787x) - F(tv‘g?y)‘ < L(t7 8)’$ - y|

dla wszystkich t,s € [a,b], x,y € R i pewnej funkcji mierzalnej L: [a,b] X
[a,b] — [0, +00). Zaldimy, Ze sup;ciqy f:L(t, s)ds < 1 oraz Ze dla dowolnej
funkeji n € L*®a,b] funkcja ffF(-,s,n(s))ds jest ciggla na [a,b]. Zaléimy

ponadto, Ze istniejq funkcje vo,v° € Cla, b] spelniajgce zaleinosci
b
vo(t) < g(t) —I—/ F(t,s,v0(s))ds, (1)
a

b
vo(t) > g(t) —|—/a F(t,s,vo(s))ds (1)

0

oraz nieréwno$é vy < v°. Wiéwczas réwnanie (x) ma przynajmniej jedno

ciggle rozwigzanie & spelniajgce nieréwnosé vg < € < Y.

Dowdd. Niech X := {z € L™®[a,b] : vy < x < v"}. Okreslmy odwzorowanie
T: X — X wzorem T(z)(t) := g(t) + [°F(t,s,2(s))ds. Oczywiscie dla
dowolnego x € X funkcja T'(x) jest ciagla, co wynika z zalozen o g i F.
Poniewaz F'(t,s,-) jest niemalejaca, wiec dla z,y € X spelniajacych z < y
mamy T'(z) < T(y); z zalozen (1) i (1) widaé, ze vo < T'(vp) < T(v?) < 20,
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wiec odwzorowanie 1" jest dobrze okreslone. Zauwazmy, ze wobec tego punkt
staly T jest rozwiazaniem réwnania (). Z przykladu 2.2.2 wiadomo, ze X
jest hiperwypukta. Pokazemy teraz, ze T' jest nierozszerzajacy. Wybierzmy
z,y € X. Mamy:

T(x) —TW)|loo = inf  sup
T = TGl = | s

< inf  su /Lt,s x(s) —y(s)|ds <
s [T 2 9)6) )

b
< (/\(inf sup / L(t, 8)d8> |2 = ylloo <

E)=0¢cla,b)\E Ja

b
< (sup} [ s)ds)um—yuoo <

tela,b

<

/b (F(t,5,2() = F(t,5,9(5)) )ds

<l = Ylloo-

Na podstawie twierdzenia 3.1.1 wnosimy, ze T ma punkt staly £ € X, co

konczy dowdd. O

W szczegblnym przypadku, gdy jadro réwnania (%) z twierdzenia 4.1.1
jest postaci F(t,s,x) := K(t,s)f(x), otrzymujemy nastepujacy rezultat.
Whniosek 4.1.2. Niech K: [a,b] x[a,b] — [0,+00) bedzie ciggle funkcjg nie-
ujemnq, g € Cla,b] oraz niech f: R — R bedzie funkcjq spelniajacq warunek
Lipschitza ze stalg X\ < ((b— a)HKHOO)_l, gdzie | K||oo 1= supy seiq5 K (1, 5).
Zaldzimy takze, zZe dla dowolnej funkcjin € L*|a, b] calka f; K(t,s)f(n(s))ds
jest ciggla funkcjq parametru t € [a,b], oraz Ze istniejg takie funkcje
vg,v° € Cla, b], Ze

przy czym vy < v°. Wéwczas réwnanie catkowe

b
o(t) = 9(t) + | K (t.5)f (o(s))ds

ma takie rozwigzanie ciggle €, Ze vy < € < 0.

Dowdd. Kladac F(t,s,z) := K(t,s)f(x), mamy |F(t,s,z) — F(t,s,y)| =
K(t,9)|f(@) — f&)| < |KlloAz -yl < pielo — 3| § mosemy zastosowa
twierdzenie 4.1.1. O

4.2. Roéwnanie nieliniowe Volterry

Rozumujac analogicznie jak w poprzednim paragrafie, mozemy wykazaé
nastepujace twierdzenie oraz wniosek o istnieniu rozwigzania réwnania typu

Volterry.
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Twierdzenie 4.2.1. Zaléimy, ze g € Cla,b], funkcja F: {(t,s,2) € R3 :
a < s < t < b} — R jest ciggla, niemalejogca ze wzgledu na trze-
cig zmiennq, i spelnia warunek |F(t,s x) — F(t,s,y)| < L(t,s)|z — y| dla
a<s < b, gdzie L: {{t,s,2) € R3:a < s <t < b} — [0,4+00) jest takg
funkcyg mzerzalng, Ze SUPyefq,p] fa L(t, s)ds < 1. Zalézmy takze, zZe funkcja
t s [LF(t,s,1(s))ds jest ciggla na [a,b] dla dowolnej funkeji n € L=a,b]
i e istniejq takie funkcje vo,v° € Cla,b], ze vo < vV oraz
t

vo(t) < g(t) —I—/ F(t,s,v9(s))ds,

a
t

00(t) > g(t) —|—/ F(t,5,0%(s))ds.

a

Wiéwczas rownanie

t) + /:F(t, s,x(s))ds, ()

ma ciggle rozwigzanie & spelniajgce nieréwnosé vy < € < 0.

Whniosek 4.2.2. Niech K: {{t,s) € R? : a < s < t < b} — [0,+00)
bedzie ciggla, g € Cla,b] oraz niech f: R — R spelnia warunek Lipschitza
ze stalg A < ((b— a)HKHOO)fl, gdzie | K||oo = sup,<scicp K (t, ). Zaldimy,
ze fcf K(t,s)f(n(s))ds jest ciggla funkcjq parametru t € [a,b] dla dowolnej
funkcji n € L™>[a,b] oraz Ze istniejq takie funkcje vo,v° € Cla, b], Ze

volt) < +/ K(t, ) (vo(s))ds,

oraz vy < V0. Wéwezas réwnanie

+ /at K(t,s)f(x(s))ds

ma takie rozwigzanie ciggle €, Ze zachodzq nierdwnosci vo < € < v°.

Uwagi

Twierdzenie 4.1.1 wraz z dowodem cytuje za [16].
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