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FUNKCIE

Definicja 4.1. Zalézmy, ze dane sg dwa zbiory A i B, ktérych elementami mogg byé¢ dowolne
obiekty. Przypusémy, ze kazdemu elementowi = ze zbioru A jest w pewien jednoznaczny sposob
przyporzadkowany element ze zbioru B, ktéry bedziemy oznaczali przez f(x). Wtedy f nazywamy
funkcjg z A do B (lub odwzorowaniem A w B). Zbiér A nazywamy zbiorem argumentéw lub
dziedzing (bedziemy méwili takze, ze f jest okreSlone na A), a elementy f(z)— wartosciami

funkcji f. Zbior wszystkich wartosci funkcji f nazywamy obszarem wartosci.

7 reguty pojecie ,funkcja” odnosi sie do przypadku, gdy B jest zbiorem liczb. W przypadku
gdy B = R, to mowimy o funkcji rzeczywistej.

Zapis f: A — B oznacza, ze f jest funkcja okreslong na zbiorze A o wartosciach w zbiorze B.
Czesto do oznaczenia funkcji f, zwlaszcza wtedy, gdy jest ona okreslona konkretnym wzorem,

uzywaé bedziemy zapisu typu x — f(x).

Definicja 4.2. Niech A i B bedg dwoma zbiorami i niech f bedzie odwzorowaniem A w B.
Jesli E C A, to f(FE) definiujemy jako zbiér wszystkich elementéw f(x) dla x € E. Bedziemy
nazywali f(E) obrazem zbioru E przy odwzorowaniu f. Przy tych oznaczeniach f(A) jest
zbiorem wartosci funkcji f. Jesli f(A) = B, to méwimy, ze f odwzorowuje A na B.

Jedli E C B, to f~'(F) oznacza zbiér wszystkich x € A takich, ze f(z) € E. Zbiér f~'(E)
nazywa¢é bedziemy przeciwobrazem zbioru E przy odwzorowaniu f.

Jesli y € B, to f~!(y) jest zbiorem wszystkich x € A takich, ze f(z) = y. Jesli dla kazdego
y € B zbiér f~1(y) sklada sie z nie wiecej niz jednego elementu zbioru A, to f nazywamy
wzajemnie jednoznacznym (ozn. 1:1) odwzorowaniem zbioru A w B. Wobec tego f jest wzajemnie
jednoznacznym odwzorowaniem zbioru A w B, jesli dla dowolnych x1, x5 € A, x1 # x5 zachodzi

fz1) # [(22).

Definicja 4.3. Niech f: A — B oraz g: B — C. Zlozeniem (superpozycjg) odwzorowan f i g
nazywamy odwzorowanie h: A — C okreslone wzorem h(z) = g(f(z)) dla x € A i oznaczamy
je symbolem g o f.
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Definicja 4.4. Dla kazdego wzajemnie jednoznacznego odwzorowania f: A — B istnieje
doktadnie jedno odwzorowanie g: By = A, gdzie By = f(A) takie, ze g(f(x)) = z dla kazdego
x € A. Odwzorowanie to nazywamy odwzorowaniem odwrotnym wzgledem odwzorowania f

i oznaczamy je symbolem f~1.

Definicja 4.5. Jezeli f: A — B oraz X C A, to odwzorowanie g: X — B okreslone wzorem
g(x) = f(z) dla x € X nazywamy zawezZeniem (obcieciem) odwzorowania f do zbioru X
i oznaczamy je symbolem fx, a odwzorowanie f nazywamy wowczas rozszerzeniem odwzorowania

g na zbiér A.

Definicja 4.6. Wykresem funkeji f: A — B nazywa sie podzbior {(z, f(z)) : = € A} produktu
A x B. Podkredlmy, ze funkcje czesto utozsamia sie z jej wykresem.

Uwaga 4.1. Przy pomocy definicji odwzorowania wzajemnie jednoznacznego i ,na” wprowadza
sie jedno z podstawowych pojeé teorii mnogosci a mianowicie réwnolicznosé zbioréw. Moéwimy,
ze dwa zbiory sa réwnoliczne (lub, ze sa tej samej mocy), jesli istnieje odwzorowanie f: A % B.

Dowolne dwa przedzialy sa zbiorami réwnolicznymi oraz dowolny przedzial jest réwnoliczny

z calym zbiorem R.

Uwaga 4.2. Cigg oraz cigg skonczony, okreslone w Definicji 2.6, sa oczywiscie przyktadami
funkcji. Zbior przeliczalny zdefiniowany w Definicji 2.7 mozna réwnowaznie okresli¢ jako zbior
rownoliczny ze zbiorem N, natomiast zbiér skonczony —jako rownoliczny ze zbiorem postaci

{n € N:n < k}, gdzie k jest pewng liczba naturalna.
Whprowadzimy teraz kilka ogdlnych poje¢ dotyczacych funkcji o wartosciach liczbowych.

Definicja 4.7 (dzialania arytmetyczne na funkcjach). Jesli A € R oraz f,g: A — R, gdzie
A jest dowolnym zbiorem, to przez f + g, f — g, Af, fg, f/g oznaczamy funkcje rzeczywiste

okreslone na zbiorze A wzorami
(f+9)(x) = flx) +g(z), (f—9)(x)=[f(z)—g(@), Af)(z)=Af(z),
(£9)(2) = (@)g(z), )

i nazywamy je odpowiednio sumgq, roznicq, iloczynem funkcyi przez liczbe, iloczynem funkcji oraz
ich ilorazem (w przypadku ilorazu zaktadamy oczywiscie, ze g(x) # 0 dla kazdego = € A).

W powyzszej definicji mozemy oczywiscie zastapi¢ zbiér R przez C.
Definicja 4.8 (funkcje monotoniczne). Funkcje f: A — R, gdzie A C R, nazywamy:
e rosngcg, jesli z warunku xq1, 29 € A, 11 < xo wynika, ze f(z1) < f(x2);

e Scisle rosngcq, jesli z warunku xq, 29 € A, 21 < x5 wynika, ze f(x1) < f(z2);
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e malejgcg, jesli z warunku xq, 29 € A, 11 < x5 wynika, ze f(x1) > f(22);
e Scisle malejgcq, jesli z warunku xq, 29 € A, 11 < xo wynika, ze f(x1) > f(z2).

W szczegblnosei ciag (an)nen jest rosnacy wtedy i tylko wtedy, gdy a,41 > a, dla dowolnego
n € N oraz analogicznie w pozostatych przypadkach.

Funkcje f nazywamy monotoniczng, jesli jest rosnaca lub malejaca, a scisle monotoniczng,
jesli jest Scisle rosnaca lub Scidle malejaca.

Definicja 4.9 (funkcja parzysta i nieparzysta). Funkcje f: A — R, A C R, nazywamy parzystq
(wzglednie nieparzystq), jesli:

19 z warunku x € A wynika —x € A;
20 f(—z) = f(x) (wzglednie f(—z) = —f(x)) dla dowolnego z € A.

Definicja 4.10 (funkcje okresowe). Funkcje f: A — R, A C R, nazywamy okresowq, jesli
istnieje liczba T' € R\ {0} taka, ze:

1° jeslix € A, tox +T oraz x — T € A;
20 f(z+T) = f(x) dla kazdego = € A.

Wowcezas kazda taka liczba T' nazywa sie okresem funkeji f. Jesli wéréd wszystkich okreséw dodat-
nich danej funkcji okresowej istnieje liczba najmniejsza, to nazywamy ja okresem podstawowym

tej funkcji.

Definicja 4.11 (funkcje ograniczone i ich kresy). Funkcje f: A — R, gdzie A jest dowolnym
zbiorem, nazywamy ograniczong z gory, jesli zbior jej wartosci f(A) jest ograniczony z gory.
Mowimy, ze funkcja f jest ograniczona z géry na zbiorze X C A, jesli funkcja fx jest ograniczona.
Analogicznie definiuje sie funkcje ograniczone z dotu i ograniczone.

Przez kres gorny funkcji f rozumiemy kres goérny zbioru jej wartosci i oznaczamy go
symbolami:

sup f, sup f(z) lub sup{f(z):z € A}.
A €A

Analogicznie okreslamy i oznaczamy kres dolny (inf) funkeji f.

Jesli zbiér wartosci funkeji f ma liczbe najwicksza, to oznaczamy ja symbolami:
max f, max f(z) lub max{f(z):z e A}

(analogicznie w przypadku liczby najmniejszej).



