Li1czBY RZECZYWISTE 12

2.5. GEOMETRYCZNA INTERPRETACJA ZBIORU LICZB RZECZYWISTYCH

Ostatni paragraf niniejszego rozdziatu rozpoczniemy od podania definicji modutu liczby rzeczy-

wiste].

Definicja 2.14. Modufem (lub wartoscia bezwzgledna) liczby rzeczywistej x nazywamy liczbe
rzeczywista |z|, okreslong nastepujaco:

. {ZL‘, jesli x > 0,
T =
{—ZL‘, jesli x < 0.

Ponadto przyjmujemy |+oo| = |—o0| = +o0.
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Nastepujace twierdzenie podaje podstawowe wtasnosci modutu.

Twierdzenie 2.10. Dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y oraz dowolnej liczby ¢ > 0 mamy:
19 [z] > 0;
20 |—z| = |zl;
3% nieréwnosé |z| < c jest réwnowazna nieréwnosci podwdjnej —c < z < ¢ (—c < x iz < c);
4% nieréunosé |x| > c jest réwnowazna alternatywie dwéch nieréwnosci: v > ¢ lub v < —c;

50 |z + y| < |z| + |y| (nieréwnosé tréjkqta), przy czym réwnosé ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy obydwie liczby x,y sq jednoczesnie nieujemne lub niedodatnie;

6° |zy| = |z|lyl;
7 o7t = |z, oile x # 0;
8 [l = Iyl < |l —yl.

Uwaga 2.4. (a) Wtasnosci 4%, 5° mozna tatwo uogdlni¢, stosujac indukeje, na dowolng skon-
czong liczbe sktadnikéw oraz czynnikow.

(b) Przyjeliémy (por. Definicja 2.1 oraz Uwaga 2.1 (b)), ze zbior A C R jest ograniczony wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieja liczby rzeczywiste m, M takie, ze m < z < M dla kazdej liczby
x € A. Oczywiscie jest to rGwnowazne istnieniu takiej liczby rzeczywistej ¢ > 0, ze |x| < ¢
dla kazdego = € A.

Ostatnia czes¢ niniejszego paragrafu bedzie miata charakter informacyjny. Liczbom rze-
czywistym przyporzadkowujemy punkty osi liczbowej, to jest prostej, na ktorej obrano punkt
poczatkowy 0 i punkt jednostkowy J. Liczbie 0 przyporzadkowujemy punkt poczatkowy 0,
natomiast dowolnej liczbie a # 0 przyporzadkowujemy na danej prostej taki punkt A, ktérego
odlegtosé od punktu 0, mierzona jednostka dtugosci 0.J, réwna si¢ |a| (p(A,0) = |a]) i ktory
znajduje sie po tej samej stronie punktu 0, co punkt J, jesli a > 0, natomiast po stronie
przeciwnej, jesli a < 0.

Powstaje naturalne pytanie: czy kazdemu punktowi prostej odpowiada doktadnie jedna
liczba rzeczywista? Zagadnienie to rozwigzuje sie w geometrii twierdzaco przez wprowadzenie
aksjomatu ciggtosci prostej, ustalajacego dla prostej, jako zbioru punktow, wtasnosé analogiczna
do aksjomatu ciggtosci zbioru R.



