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Wstep

Réwnania rézniczkowe zwyczajne badane sa juz od prawie pieciuset lat (pierwsze problemy
pochodza od Newtona i Leibnitza — tworcéw rachunku rézniczkowego), jednakze badania
nad réwnaniami rozniczkowymi zwyczajnymi w nieskonczenie wymiarowych przestrzeniach
Banacha (czy tez ogdlniejszych przestrzeniach lokalnie wypuktych) trwaja zaledwie po6t
wieku. Wprawdzie wigkszo$¢ klasycznych twierdzen z przypadku skonczenie wymiarowe-
go, miedzy innymi Twierdzenie Peano o istnieniu (zob. [25], [26]), Twierdzenie Picarda
o jedynosci (zob. [12]), Twierdzenie Knessera czy Twierdzenie Aronszajna o topologicz-
nej strukturze zbioru rozwiazan (zob. [17], [2]), posiadaja swoje nieskoriczenie wymiarowe
odpowiedniki, jednak ich dowody nie sa zwyktymi adaptacjami znanych dowodoéw, lecz
wymagaja o wiele subtelniejszych technik, niejednokrotnie o bardzo wysokim stopniu
skomplikowania. Wartym podkreslenia jest fakt, iz poszukiwanie nowych uzytecznych me-
tod dowodowych przyczynito sie do rozwoju innych dziedzin matematyki, jak na przyktad
teorii punktu statego, teorii przestrzeni funkcyjnych, teorii homologii i kohomologii.

W roku 1950 Dieudonné w pracy Deuzx examples d’équations différentielles (zob. [7])
podal prosty, ale jakze gleboki przyktad réwnania rézniczkowego w przestrzeni cq (wszyst-
kich ciagéw zbieznych do zera z norma supremalna), ktére nie posiada rozwiazania. Owa
trojstronicowa notka zapoczatkowata, mozna by rzec, ,negatywna’ teori¢ réwnan roz-
niczkowych. Kolejne lata owocowaty nowymi przyktadami réwnan, ktore nie posiadaja
rozwiazan, az w koncu w roku 1975 Godunow (zob. [14]) udowodnil fakt stwierdzajacy, iz
Twierdzenie Peano moze by¢ prawdziwe jedynie w skonczenie wymiarowych przestrzeniach
Banacha.

Wyniki ,negatywne” spowodowaty, ze do podstawowego zalozenia o ciaglosci prawej
strony zaczeto dodawaé¢ dodatkowe zalozenia, by zagwarantowac istnienie rozwiazania.
Owe zatozenia podzieli¢ mozna na dwie klasy:

e warunki zwartosciowe — wykorzystujace np. miary niezwartosci Kuratowskiego czy
Hausdorffa, ktore gwarantuja istnienie pewnego niezmienniczego zbioru zwartego
i tym samym umozliwiaja wykorzystanie w dowodach twierdzenia Schaudera o punk-
cie stalym, badz jego réznych uogélnien;

e warunki dyssypatywne — wykorzystujace iloczyny skalarne w przestrzeniach Hilberta,
iloczyny potskalarne w przestrzeniach Banacha, a takze cala aparature geometrycz-
ng, dzieki ktorej mozliwe staje sie, w pewnym stopniu oczywiscie, kontrolowanie
zbieznosci rozwigzan przyblizonych.

Przetomowym okresem dla badan nad rownaniami rézniczkowymi zwyczajnymi w nie-
skoniczonie wymiarowych przestrzeniach Banacha byty lata 70" ubiegtego stulecia, kiedy
to ukazaty si¢ prace m.in. Ambrosettiego, Celliny, Goebla, Pianigianiego, Rzymowskiego
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WSTEP 3

oraz Szufli. W tym miejscu warto wspomnie¢, iz na Wydziale Matematyki i Informatyki
UAM w Poznaniu badania dotyczace réwnan rézniczkowych byly i nadal sg intensywnie
prowadzone (zob. [4], [18], [28]).

Celem niniejszej pracy, inspirowanej w gtéwnej mierze artykutem M. Turiniciego pod
tytutem Flow invariance over closed sets under general dissipativity conditions (zob. [30]),
jest przedstawienie twierdzenia typu Peano o istnieniu rozwigzan, w ktérym podstawo-
wymi zalozeniami sa pewne warunki dyssypatywne. Wyniki uzyskane przez Turiniciego
mozna poréwnaé¢ z wynikami Martina (zob. [22]). Martin przyjmuje, iz odpowiednie wa-
runki dyssypatywne spetnione sa dla funkeji (¢,x) +— L, gdzie L > 0 jest pewna stala
(Twierdzenie 1 oraz Twierdzenie 3), nadmieniajac w Uwadze 3, ze moze zostaé ona zasta-
piona funkcja quasi-liniowa, tzn. funkcja postaci (¢, x) — I(t)z, gdzie [: (a,b] xRy — R jest
pewnym odwzorowaniem ciggtym. W swojej pracy Turinici zaktada natomiast, iz funkcja
ciagla (t,x) — L(t, x) jest silnie normalna, przez co niezbedna staje sie modyfikacja tech-
nik dowodowych. Zauwazmy, ze tak proste odwzorowanie jak (¢, ) — 22 spelnia zatozenia
twierdzen z pracy [30], nie spelnia za$ zatozen z pracy [22]. Ponadto Martin rozwazania
prowadzi dla iloczynow potskalarnych pochodzacych od funkcji z — % ||x||2, podczas gdy
Turinici rozwaza iloczyny poéltskalarne zdefiniowane za pomocy funkcji z — ||z||, co zna-
czaco wplywa na ich wlasnosci. Jako przyktad zastosowania wynikéw uzyskanych w [22],
Martin dowodzi twierdzen o potgrupach operatoréw nieliniowych, czego brakuje w pra-
cy [30].

Praca niniejsza podzielona jest na siedem rozdziatow. W Rozdziale Pierwszym, wstep-
nym, podano konwencje i oznaczenia obowiazujace w pracy (Paragraf Pierwszy), jak
réwniez zebrano definicje oraz klasyczne twierdzenia, niezbedne w dalszej czesci (Para-
graf Drugi).

Drugi Rozdzial uwage kieruje ku Twierdzeniu Peano; ukazuje problemy zwiazane
z nieskonczenie wymiarowa wersja tego twierdzenia oraz podaje warunki dostateczne, by
wspomniane twierdzenie zachodzito. Choé¢ umiejscowienie ogélnych rozwazan dotyczacych
twierdzen o istnieniu rozwiazan za Preliminariami moze dziwi¢ Czytelnika, to jednak
rozwiazanie takie podyktowane jest struktura nastepnych rozdziatéw. Najogdlniej méwiac,
na rozdzialty od trzeciego do piatego sktadaja sie fakty, ktére w Rozdziatach Széstym oraz
Siodmym wszystkie jednoczesnie wykorzystane sa w dowodach dwoch gtéwnych twierdzen
niniejszej pracy. Stad tez Rozdziat 2 o twierdzeniach typu Peano moze by¢ traktowany
jako uszczegbdtowiona, aczkolwiek pomijajaca bardzo techniczne dowody, wersja Wstepu.

Rozdzial Trzeci sktada sie z dwoch czesci. Cze$é pierwsza w calodci poSwiecona jest
zdefiniowaniu iloczynéw polskalarnych w przestrzeniach Banacha, a takze szczegdtowemu
oméwieniu ich wtasnosci. W czedci drugiej natomiast podana jest konstrukcja modutow
potciagtosei.

W Rozdziale Czwartym przedstawione sa pewne twierdzenia o nierownosciach réznicz-
kowych. W Rozdziale Piatym natomiast, szczegétowo opisana jest konstrukcja rozwiazan
przyblizonych, ktore w rozdziale nastepnym - széstym - wykorzystane sa do wykazania
twierdzenia o istnieniu rozwiazania dla zagadnienia Cauchy’ego w przestrzeni Banacha
w przypadku, gdy funkcja generujaca prawa strone jest okreslona na zbiorze wypuklym.

Rozdziat Si6dmy tresciowo odpowiada dwoém wczesniejszym, lecz rezygnuje si¢ w nim
z wypuktosci zbioru, na ktérym definiowane jest zagadnienie Cauchy’ego, co wymusza
subtelniejsze techniki dowodowe.

Gléwne wyniki pochodza z artykutu M. Turiniciego (zob. [30]); wkladem Autora
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niniejszej pracy jest uscislenie niektorych dowodoéw oraz rozumowan, jak rowniez podanie
przyktadow ilustrujacych rozwazane zagadnienia.

Dla wygody Czytelnika niniejsza praca zaopatrzona jest w indeks rzeczowy i skorowidz
symboli.

Autor pragnie podziekowaé¢ Panu Profesorowi Doktorowi Habilitowanemu Ryszardowi
Urbanskiemu za zyczliwos¢ i okazana pomoc, Panu Doktorowi Habilitowanemu Dariuszowi
Bugajewskiemu za wiele merytorycznych uwag i za czas poswiecony dyskusjom, a takze
Panu Magistrowi Marcinowi Borkowskiemu za pomoc udzielong przy redakcji TEX-owej
niniejszego tekstu.



Rozdziatl 1

Preliminaria

1.1 Konwencje i oznaczenia

W niniejszej pracy przyjeto nastepujace konwencje oraz oznaczenia.

Cho¢ przez przestrzefi unormowang rozumiemy pare uporzadkowana (X, |-||y), skladajaca
si¢ z niepustego zbioru X oraz normy ||-||  okredlonej na X, czesto dla prostoty bedziemy pisaé
sprzestrzen unormowana (X, ||-|)” czy tez ,przestrzenr unormowana X”. Piszac o klasycznych
przestrzeniach Banacha LP lub [P, norme bedziemy oznaczaé przez H-Hp, gdzie p € [1,0]. Ana-
logicznie, przez wyrazenie ,przestrzen metryczna X” bedziemy rozumieé ,przestrzen metryczna
(X,dx)”, czy tez ,przestrzen metryczna (X,d)”, gdzie symbol dx lub d oznacza metryke okre-
slona na X.

Nalezy podkresli¢, iz wszystkie rozpatrywane w niniejszej pracy przestrzenie liniowe beda
rzeczywiste.

Kule domknieta (otwarta) w przestrzeni unormowanej (X, |[|-||) o érodku w punkcie x oraz
promieniu r > 0 oznaczaé¢ bedziemy przez Bx(z,r) (Kx(z,r), odpowiednio).

Przez C(J,X) bedziemy oznaczaé przestrzen Banacha funkcji ciagtych f: J — X, gdzie
J C R jest przedzialem zwartym, natomiast X przestrzenia Banacha. Przestrzen C(J,X)
rozpatrujemy z norma supremalng ||-|| .

W przestrzeni topologicznej (X, 7) przez A" rozumieé bedziemy domkniecie zbioru A. Jezeli
z kontekstu wynika¢ bedzie, wzgledem ktorej topologii domkniecie jest rozwazane, bedziemy pisaé
po prostu A. Brzeg zbioru A bedziemy oznaczaé przez OA.

Przez analogie z oznaczeniem funkcji f ze zbioru X do zbioru Y jako ,f: X — Y7,
multifunkcje M ze zbioru X do klasy wszystkich podzbioréw zbioru Y, pomniejszonej o zbidr
pusty, bedziemy oznaczaé przez ,M: X —o Y. Symbol [ ; lub ogélnie [,, gdzie A jest zbiorem
mierzalnym w sensie Lebesgue’a, bedzie oznaczal catke Lebesgue’a, gdy mowa bedzie o funkcjach
o wartosciach rzeczywistych, badz catke Bochnera, gdy rozwazane beda funkcje o wartosciach
wektorowych. Sformultowanie ,zagadnienie (1.1)(,1’,,)” w odniesieniu do zagadnienia poczatkowego

20 = f(t,e(t),  alto) = a0, (L1)

oznaczaé bedzie, ze w zagadnieniu (1.1) warunek poczatkowy x(ty) = xo zastepujemy warunkiem
x(a) = b (zakladajac, iz bedzie to mialo sens).

Informacje dotyczace zrédet przykladéw, uwag, definicji, lematéw oraz twierdzen zawartych
w niniejszej pracy znalezé mozna w Paragrafie Uwagi, ktéry znajduje sie na koncu kazdego
rozdziatu.
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Przez R bedziemy oznaczaé zbiér liczb rzeczywistych, przez N zbiér liczb naturalnych,
natomiast przez No zbior NU {0}.

1.2 Podstawowe definicje i fakty

Celem niniejszego paragrafu jest zebranie podstawowych faktow: definicji, lematéw oraz twier-
dzen, ktére beda przydatne w dalszej czesci pracy. Nalezy zwrédcié uwage, iz nie jest to wykaz
kompletny i pewne pozycje pojawia sie dopiero w rozdziatach, w ktérych beda potrzebne.

* * *

Nasz krétki wykaz zaczniemy od definicji funkcji wypukle;j.

Definicja 1.1. Niech V bedzie podzbiorem wypuktym przestrzeni liniowej X. Funkcje f: V — R
nazywamy wypuklq, jezeli nieréwnosé

fQz+ (1 =Ny) <Af(2)+ (1= AN)f(y) (1.2)
zachodzi dla wszystkich A € [0, 1] oraz wszystkich z,y € V.

Definicja 1.2. Niech X oznacza przestrzen Banacha, a X* przestrzen dualng do przestrzeni X.
Dla danej funkcji wypuktej f: X — R, jej subrozniczkg nazywamy odwzorowanie 0f: X — X*
zdefiniowane wzorem

of(x) ={z" € X*: f(x) — f(u) < z"(x —u),Vu € X}. (1.3)

Twierdzenie 1.1. Niech X bedzie przestrzenig Banacha, o f: X — R funkcjq wypuklq. Jezeli
f jest ciggla w punkcie xq, to

f'(wo, h) = sup {z"(h): 2™ € Of(x0)} ,
gdzie f'(xo,h) oznacza pochodng kierunkowq w punkcie xg € X w kierunku wektora h.
Przejdziemy teraz do pewnych pojeé z teorii funkcji o wartoséciach rzeczywistych.

Definicja 1.3. Niech X bedzie przestrzenig metryczng i niech f bedzie funkcja okreslona na
zbiorze K C X o wartosSciach rzeczywistych. Granicg dolng (gorng) funkcji f w punkcie skupienia
xo zbioru K nazywamy kres dolny (gérny) zbioru wszelkich liczb y € [—oo, 00| takich, ze
y = lim, . f(x,) dla pewnego ciagu (z,)nen zbieznego do xg o wyrazach nalezacych do K
i r6znych od xo. Granicg dolng (gérna) oznaczamy symbolem liminf, .., f(z) (limsup,_,, f(z)).

Definicja 1.4. Niech f bedzie funkjcag o wartosciach rzeczywistych, okreslona w pewnym oto-
czeniu punktu xg. Pochodne Diniego gérna prawostronna i lewostronna oraz dolna prawostronna
i lewostronna funkcji f w punkcie x¢ dane sa nastepujacymi wzorami:

AT f(zg) = limsup M, A~ f(xg) = limsup M7
x—>:c8r T T T — 2o

At f(zo) = liminf M, A_f(xg) = liminf M'

x—m:a' T — o T—Ty T — Zo
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Twierdzenie 1.2 (Sierpinski-Young). Niech f: (a,b) — R (dopuszczamy réwniez mozliwo$é
a = —00 oraz b = +00). Wtedy zbiory

{z€(a,b): A" f(2) <Apf(@)} i {z€(a,b): A f(z) < A f(z)}
sq co najwyzej przeliczalne.

Definicja 1.5. Niech X bedzie przestrzeniag metryczng i niech f bedzie funkcja okreslona na
zbiorze K C X o warto$ciach rzeczywistych. Méwimy, ze funkcja f jest pdlciagla z dotu (géry)
w punkcie xg € K jedli liminf,, .o f(zn) > f(x0) (limsup,,_. f(zn) < f(x0)) dla kazdego ciagu
(Zn)nen 0 wyrazach nalezacych do K, zbieznego do xy.

Twierdzenie 1.3. Niech X bedzie przestrzeniqg metryczng © niech f bedzie funkcjg okreslong
na zbiorze K C X o warto$ciach rzeczywistych. Kazda funkcja f jest pdlciggla z dolu (gory)
w kazdym punkcie izolowanym swojej dziedziny. Funkcja f jest pdlciggla z dotu (gory) w punkcie
skupienia xo € K wtedy i tylko wtedy gdy liminf, .., f(x) > f(xo) (limsup, ., f(z) < f(x0)).

Twierdzenie 1.4. Niech [ bedzie funkcjg okreslong na przestrzeni metrycznej (X,d) o warto-
Sciach rzeczywistych. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

a) f jest polciggla z dolu (gdry);

b

dla kazdego a € R, zbior {z: f(z) > a

({

>a} ({x: f(z) <a}) jest otwarty;
<a} ({z: f(z) > a}) jest domkniety;

)

) x
c) dla kazdego a € R, zbior {z: f(x)

)

d) dla kazdego a < f(zo) (a > f(xo)) istnieje takie 6 > 0, Ze dla wszystkich x € X

spetniajgcych d(z,z0) < & zachodzi nieréwnosé f(x) > a (f(x) < a).

Definicja 1.6. Niech (X,dy) oraz (Y,dy) beda przestrzeniami metrycznymi. Méwimy, ze
funkcja f: X — Y spelnia warunek Lipschitza, gdy istnieje taka stata L > 0, ze dla wszystkich
z,y € X zachodzi nieréwnosé¢ dy (f(z), f(y)) < Ldx(z,y).

Przyktad 1.1. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna, a K dowolnym podzbiorem X.
Okreslmy funkcje dist: X — [0, 400) wzorem

dist(z, K) = inf d .
ist(z, K) dnf. (z,€)

Dla dowolnych =,y € X oraz £ € K
dist(z, K) < d(z,¢) < d(z,y) + d(y, ).

Zatem
dist(z, K) < d(x,y) + dist(y, K).

Zamieniajac zmienne x i y rolami otrzymujemy

dist(y, K) < d(y, z) + dist(x, K),
co prowadzi do nieréwnoéci

|dist(z, K) — dist(y, K)| < d(z,y).

Tym samym uzasadniliSémy, ze funkcja x — dist(x, K') spelnia warunek Lipschitza ze stala L = 1.
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Definicja 1.7. Niech (X, dx) oraz (Y, dy) beda przestrzeniami metrycznymi. Funkcje f: X — Y
nazywamy lokalnie lipschitzowskq, jezeli dla kazdego xy € X istnieje promien ry > 0 taki, ze
f spelnia warunek Lipschitza na zbiorze {z € X : dx(xo,z) < 10}.

Lemat 1.1. Niech f bedzie odwzorowaniem lokalnie lipschitzowskim zbioru mierzalnego G C R%
w przestrzenn RY. Wtedy obraz zbioru miary Lebesque’a zero jest miary Lebesque’a zero i obraz
zbioru mierzalnego w sensie Lebesgue’a jest mierzalny.

Zajmiemy sie obecnie rodzinami funkcji o wartosciach rzeczywistych, szczegoélnie tymi, ktore
okreslone sg na przestrzeniach metrycznych zwartych.

Definicja 1.8. Niech 2l bedzie rodzing funkcji o wartosciach rzeczywistych, okreslonych na
przestrzeni metrycznej (X, d). Méwimy, ze rodzina 2 jest:

a) jednakowo ciagla w punkcie g, jezeli:

Ve>030>0V feAVeeX dx,xz) <0=|f(z)— flzo)| <e;

b) jednakowo ciagla na X, jezeli:

Ve>030>0V felAVaryeX dx,y) <d=|f(x)— fly)] <e

c¢) ograniczona w zbiorze S C X, jezeli

AIMY feUAvzesS |f(z) <M.

Uwaga 1.1. Jezeli X jest przestrzenia metryczna zwarta, to jednakowa ciagtosé¢ rodziny A
w kazdym punkcie zg € X jest rownowazna jednakowej ciaglosci tej rodziny na przestrzeni X.

Definicja 1.9. Obwiednia gérna rodziny 2 nazywamy funkcje v,4(x) = sup seq f(), natomiast
obwiednia dolng funkcje v4(x) = inf req f ().

Wprost z Definicji 1.9 wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.5. Przypusémy, zZe rodzina 2L jest jednakowo ciggla w punkcie xo @ niech g4
bedzie obwiedniq gorng tej rodziny. Jezeli v4(xg) < 400, to 4 jest ciggla w punkcie xo; jezeli
Yg(xo) = +00, to v4(xo) = +00 w pewnym otoczeniu punktu xo. Podobnie dla obwiedni dolnej.

Twierdzenie 1.6 (Dini). JeZeli przestrzen metryczna X jest zwarta, funkcje f: X — R jak
rowniez fr,: X — R (n € N) sq ciggle, a cigg (fn),cn jest monotoniczny i zbieiny punktowo do
funkcji f na X, to zbieznosé ta jest jednostajna.

Podamy jeszcze jedno twierdzenie dotyczace przestrzeni zwartych.

Twierdzenie 1.7 (Cantor). Jezeli przestrzen topologiczna X jest zwarta, to dla kazdego zstepu-
jacego ciggu domknietych i niepustych podzbiordw Fy, Fy, ... przestrzeni X zachodzi (o2, Fy # 0.

Przytoczymy teraz Twierdzenie Dugundjiego o przedtuzaniu funkcji ciggtych oraz Twierdze-
nie Lagrange’a dla funkcji o wartoséciach wektorowych.

Twierdzenie 1.8 (Dugundji). Niech X,Y bedq przestrzeniami Banacha, C C X zbiorem
domknietym, a f: C —Y funkcjq cigglq. Istnieje wtedy ciggle przediuienie F': X —Y funkcji f
takie, Ze F(X) C conv f(C).
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Twierdzenie 1.9. Niech I = [a,b] bedzie zwartym przedzialem w R, a X przestrzeniq Banacha.
Zatozmy ponadto, iz f: 1 — X jest odwzorowaniem cigglym. Jezeli istnieje przeliczalny zbior
D C I taki, ze dla kazdego x € I\ D funkcja f posiada pochodng w punkcie x oraz || f'(z)|| < M,
to

17(0) = fa)| < M(b—a).

Istotnym twierdzeniem w teorii przestrzeni Bamnacha jest Twierdzenie Banacha-Alaoglu.
Poprzedzimy je nastepujaca definicja.

Definicja 1.10. Niech X bedzie przestrzenia unormowana. Topologie na X* zadana przez
otoczenia zera postaci

W*(0,z1,...,2p,6) = {2" € X" |2*(z;)| <e dlai=1,...,n},
gdzie x1,...,z, € X, a e > 0 nazywamy *-slabg topologiq i oznaczamy o(X*, X).

Twierdzenie 1.10 (Banach—Alaoglu). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha. Wtedy kula jed-
nostkowa Bx~(0,1) w przestrzeni dualnej X* jest *-stabo zwarta.

Podamy teraz kilka faktow dotyczacych catki Bochnera.

Definicja 1.11. Niech Q = (Q, X%, 1) bedzie przestrzenia z miara skonczona, a X przestrzenia
Banacha. Funkcje f: Q2 — X nazywamy funkcjq prostg, gdy

fw) = i T, (@),

gdzie zbiory Aq,..., Ay € X oraz AU AsU. . .UA,, = Q, tzn. gdy zbiér wartoéci jest skonczony,
a przeciwobraz kazdej wartodci jest zbiorem mierzalnym.

Definicja 1.12. Niech Q = (92, %, 1) bedzie przestrzenia z miara skonczona, a X przestrzenia
Banacha. Funkcje f: Q2 — X nazywamy:

a) silnie mierzalng, gdy istnieje ciag (f,)nen funkcji prostych zbiezny do funkcji f dla prawie
kazdego w, tzn. poza pewnym zbiorem N € X o mierze u zero;

b) stabo mierzalng, gdy dla kazdego funkcjonalu x* € X* funkcja z*o f: Q@ — R jest mierzalna,
tzn. przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego (domknietego) w R nalezy do 3.

Twierdzenie 1.11 (Petis). Niech Q = (Q,X, u) bedzie przestrzeniq z miarg skoniczong, a X
przestrzenig Banacha. Funkcja f: Q) — X jest silnie mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest stabo
mierzalna oraz istnieje taki zbior N € ¥ miary p zero, ze f(2\ N) jest zbiorem osrodkowym
w przestrzeni X .

Twierdzenie 1.12 (Bochner). Niech Q = (2, X, 1) bedzie przestrzeniq z miarg skoriczong, a X
przestrzenig Banacha. Silnie mierzalna funkcja f: Q — X jest catkowalna w sensie Bochnera
wtedy i tylko wtedy, gdy [q ||f(w)| dp < +o00.

Na koniec przejdziemy do faktow dotyczacych nieréwnosci rézniczkowych. W tym celu zat6z-
my, ze rozpatrujemy funkcje o wartosciach rzeczywistych U(t, x) okreslona na pewnym zbiorze
otwartym E C R? i dla (tg,ug) € E rozwazmy zagadnienie Cauchy’ego

u'(t) = U(t,u(t), ulto) = up. (1.4)
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Definicja 1.13. Rozwiazaniem maksymalnym %(t) zagadnienia (1.4) nazywamy rozwiazanie
nieprzediuzalne i takie, ze dla dowolnego innego rozwiazania u(t) zagadnienia (1.4) spelniony
jest warunek u(t) < u(t), gdzie t nalezy do wspélnego przedziatu istnienia obu rozwiazan.

Twierdzenie 1.13. Jezeli U(t,u) jest funkcjq ciggla na zbiorze otwartym E C R2, to istnieje
rozwigzanie maksymalne zagadnienia (1.4).

Twierdzenie 1.14. Niech U(t,u) bedzie funkcjq ciggla na zbiorze otwartym E C R?, a u(t)
bedzie rozwigzaniem maksymalnym zagadnienia (1.4). Ponadto zalézmy, zZe v(t) jest funkcjq
cigglg na przedziale [to, to + a], gdzie a > 0, spelniajacq warunki:

a) v(to) < uo;

b) (t,v(t)) € E dlat € [to, to + al;

¢) v(t) posiada prawostronng pochodng DV v(t) oraz DTo(t) < U(t,v(t)) dla to <t < to+ a.
Wtedy na wspdlnym przedziale istnienia u(t) i v(t) spelniona jest nieréwno$é v(t) < u(t).

Twierdzenie 1.15. Niech U(t,u),u bedg takie jak w Twierdzeniu 1.14. Niech V(t,u) bedzie
funkcja ciggla na zbiorze E o wartosSciach rzeczywistych takq, ze V(t,u) < U(t,u) dla (t,u) € E.
Ponadto niech v(t) bedzie rozwigzaniem zagadnienia

V(t) = V(t,v(t), wlto) =vo (< uo)

na przedziale [to,to + a] dla a > 0. Wtedy na wspélnym przedziale istnienia funkcji u(t),v(t) na
prawo od t =ty zachodzi nierdwnosé v(t) < u(t).

Lemat 1.2. Niech f bedzie funkcjq ciggle okreslong na zbiorze otwartym E C R o wartosciach
w przestrzeni R? i niech z: J — RY bedzie rozwigzaniem réwnania ' (t) = f(t, z(t)) na pewnym
przedziale. Wtedy x(t) moze zostaé przedluzone na maksymalny przedzial istnienia (w—,wy).
Ponadto, gdy t — w_, badZt — wy, to x(t) dezy do brzequ OE obszaru E.

Uwagi

Definicja 1.1 oraz Definicja 1.2 pochodza z [3]. Réwniez tam znalezé mozna Twierdzenie 1.1 wraz z dowo-
dem. Definicje 1.3 — 1.5 oraz Twierdzenia 1.3 i 1.4 zostaly zaczerpniete z [27]. Twierdzenie 1.2 znajduje
sie w [21]; jego dow6d Czytelnik odnajdzie w Dodatku 3. Prawie wszystkie informacje dotyczace funkcji
o wartosciach rzeczywistych, o ktérych mowa poczawszy od Definicji 1.6, a konczac na Twierdzeniu 1.6,
pochodza z [21]. Twierdzenie 1.7 w nieco innej formie odnalezé mozna w [19]. Twierdzenie 1.8 zaczerpniete
zostalo z [6], jednakze Deimling podaje je bez dowodu; dow6d Czytelnik odnajdzie w [10] (Rozdzial IX,
Paragraf 6). Twierdzenie 1.9 pochodzi za$ z [7]. Odnotujmy, iz Dieudonné podaje ogélniejszy fakt, ktérego
wspomniane twierdzenie jest szczegdlnym przypadkiem. Pozycje [1] 1 [24] dokladnie omawiaja zagadnie-
nie topologii *-slabej oraz Twierdzenie 1.10. Wszystkie fakty dotyczace catki Bochnera pochodza z [9];
w literaturze polskiej mozna je odnalezé m.in. w [1]. Twierdzenia dotyczace nieréwnosci rézniczkowych
zaczerpniete zostaly z [15].



Rozdziat 2

Twierdzenia typu Peano

Niniejszy rozdzial moze byé uwazany za uzupetnienie oraz rozwiniecie Wstepu. Szczegdtowo omo-
wione zostaly w nim Twierdzenie Peano, Przyktad Dieudonnégo, Twierdzenie Godunowa oraz
warunki zapewniajace istnienie rozwigzania zagadnienia poczatkowego dla réwnan rézniczkowych
zwyczajnych w nieskoniczenie wymiarowej przestrzeni Banacha.

* * *

Niech D C X bedzie podzbiorem przestrzeni Banacha X, a I C R przedzialem. (Zaktadamy, iz
D, I #().) Niech zg € D oraz ty € 1. Zal6zmy, ze funkcja f(t,z) odwzorowuje iloczyn kartezjanski
I x D w X irozwazmy zagadnienie Cauchy’ego:

{ '(t) = f(t, (1)),

x(tg) = . (21)

Na poczatku ostatniej dekady XIX wieku Giuseppe Peano w swoich pracach (zob. [25], [26])
w przypadku, gdy X = R, wykazal nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.1 (Peano). Niech X = R, I = R oraz D = R. Jezeli funkcja f: R xR — R
jest ciggla, to dla dowolnego (to,zp) € R x R zagadnienie (2.1) posiada rozwigzanie lokalne, tzn.
rozwigzanie okreslone na pewnym otoczeniu punktu tg.

Przytoczone twierdzenie (prawdziwe réwniez w przypadku X = R"), zwane dzi$ w literaturze
Twierdzeniem Peano, badZz twierdzeniem o istnieniu rozwigzan, w przestrzeniach skonczenie
wymiarowych, stanowi punkt wyjécia dla wielu innych twierdzen, miedzy innymi: twierdzenia
o przedtuzaniu rozwiazan oraz wykorzystywanego w teorii nieréwnosci rozniczkowych twierdzenia
o istnieniu rozwiazan maksymalnych i minimalnych (por. Tw. 1.14).

Pojawia si¢ zatem naturalne pytanie: ,,Czy rezygnujac z zalozenia dim X < +oco bedziemy
mogli nadal oczekiwaé istnienia przynajmniej rozwiazan lokalnych zagadnienia (2.1)?” Odpo-
wiedz na postawione pytanie jest negatywna, a osoba ktérej nalezy przypisaé te odpowiedz jest
matematyk francuski Dieudonné. Rozwazmy zatem nastepujacy przyktad.

Przyktad 2.1. Niech X = ¢y bedzie przestrzenig wszystkich ciggéw zbieznych do zera o wyra-
zach rzeczywistych, wyposazong w norme supremalng ||z||, = max;ey |§;| dla z = (§5)jen € co.
Poniewaz zbiér {e": €' = §;,, n € N}, gdzie d;, jest delta Kroneckera, jest baza Schaudera
w przestrzeni ¢y, to dla dowolnych z,y € ¢y prawdziwe sg ponizsze rownosci:

J
oo [e.e]
x = Zgjej oraz y= anej.
=1 j=1

11
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Niech funkcja f: ¢y — ¢o bedzie dana wzorem:
@) =3 2/lg e
j=1

Funkcja f jest jednostajnie ciggla na cg. Istotnie, niech e > 0,a § = %62. Wtedy dla ||z — y|| <9
mamy:

3
1) = @)oo = max|2y/lgs] = 2y/Insl| < 2max/lg —mjl <25 =
Niech ponadto

o

I,

Ty = Z] el.
j=1

Jak wiec widaé zalozenia twierdzenia Peano sa spelnione. Zaltézmy, ze istnieje rozwiazanie
lokalne z(t) zagadnienia

2'(t) = 22 &5 (0)le,

! (2.2)
z(0) = Zj_Qe]

=1

Poniewaz x(t) spelnia (2.2) w pewnym otoczeniu zera oraz £;(0) > 0, wiec dla kazdego j € N
oraz wszystkich ¢ nalezacych do odpowiednio matego otoczenia zera Uy spelnione jest

{ &it) = 20/&(0),

&(0) =472

2
Stad dla j € N oraz t € Uy mamy: &(t) = (t+ Jl) . Skad &;(t) — % dla j — +oo; zatem
x(t) ¢ co dla t # 0, a wiec zagadnienie (2.2) nie ma rozwiazania w przestrzeni co.

Na pierwszy rzut oka zdawaé¢ by sie moglo, iz falszywos¢ Twierdzenia Peano wynika ze
struktury przestrzeni ¢y (nie jest ona refleksywna), jednak kontrprzyktady Yorke’a (zob. [32])
oraz Godunowa (zob. [13]) w przestrzeni [? rozwialy wszelkie watpliwosci. W roku 1972 Cellina
(zob. [5]) pokazal, ze Twierdzenie Peano jest falszywe w kazdej nierefleksywnej przestrzeni
Banacha.

Ostatecznie w 1975 roku Godunow (zob. [14]) rozwiazal problem dowodzac nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 2.2 (Godunow). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha, I = R oraz D = X.
Wowczas nastepujgce warunki sq rownowazne:

a) dla dowolnej funkcji cigglej f: Rx X — X oraz dowolnej pary (to, xg) € Rx X, zagadnienie
Cauchy’ego (2.1) posiada rozwigzanie lokalne;

b) dim X < +oo.
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Godnym podkreslenia jest takze fakt, ze Godunow pokazal falszywo$¢ Twierdzenia Peano
nawet w jego stabszej wersji (zob. [13]); skonstruowal mianowicie ciagla funkcje f: R x 1?2 — [2
taka, ze zagadnienie (2.1) nie posiadalo rozwiazania dla kazdego (¢, zo) € R x 2.

Aby sie przekonad, gdzie kryja sie problemy, przyjrzyjmy sie blizej dowodowi Twierdzenia 2.1,
a wlasciwie jego idei. Gléwnym pomystem jest konstrukcja jednakowo ciaglej oraz ograniczonej
rodziny funkcji ciaglych (najczesciej krzywych tamanych) okreslonych na pewnym przedziale
zwartym J C I o wartosciach w Bgrn(xo,7) (dla pewnego r > 0). Wystarczy tylko wyrwaé z tej
rodziny cigg jednostajnie zbiezny, by jako rozwiazanie otrzymaé jego granice i uznaé¢ dowdd za
zakonczony. Mozna to zrobi¢ w oparciu o nastepujacy lemat.

Lemat 2.1 (Arzela-Ascoli). Niech X bedzie przestrzenig Banacha, a J C R przedzialem zwar-
tym. Podzbior M C C(J,X) jest warunkowo zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy M jest jednakowo
ciggly oraz zbior M(t) = {x(t): x € M} jest warunkowo zwarty w X dla kazdego t € J.

Innym, nieco nowszym pomystem jest dowdd bazujacy na ponizszym Twierdzeniu Schaudera
o punkcie stalym.

Twierdzenie 2.3 (Schauder). Niech K bedzie niepustym, domknietym i wypuklym podzbiorem
przestrzeni Banacha X i niech T bedzie odwzorowaniem cigglym zbioru K w K takim, Ze

domkniecie T(K) obrazu T(K) zbioru K jest zwarte w X. Wtedy T ma punkt staly, tzn. istnieje
punkt x € K taki, Ze T'(z) = z.

Dla pewnego przedziatu zwartego J C I definiuje sie operator F': C(J, X) — C(J, X) okreslony
wzorem

F(z)(t) = xo +/t:f(s,x(s))ds dlate J.

Nietrudno pokazaé, ze dla funkcji ciagtej f, operator F jest ciggly, a ponadto jest niezmienniczy
na pewnej kuli Be zawartej w C'(J, X). W przypadku, gdy X ma wymiar skoficzony, stosujac
Lemat 2.1 stwierdzamy, iz zbiér F(B¢) C Be musi byé zwarty, a wiec operator F' posiada
punkt staly. Oczywiscie zbior punktéw statych rozwazanego operatora pokrywa sie ze zbiorem
rozwiazan zagadnienia (2.1), okreslonych na przedziale J.

Niestety, jezeli dim X = 400, to Lemat 2.1 staje sie bezuzyteczny, o ile nie wiemy nic
o zwartodci zbioréw M (t); a najczesciej jedyne, co mozemy o nich powiedzie¢ to to, iz sa
ograniczone (caly czas zakladamy jedynie, iz funkcja f jest ciagla). Niestety w przestrzeni
unormowanej nieskonczenie wymiarowej zbiory ograniczone niekoniecznie s¢ warunkowo zwarte.
I wlasdnie ta subtelna réznica, nawiasem moéwiac w literaturze znana jako Twierdzenie Riesza
o zwartoéci kuli, stanowi praprzyczyne wszelkich trudnosci, na ktére napotyka matematyk
w swoich badaniach nad réwnaniami rézniczkowymi w nieskonczenie wymiarowych przestrzeniach
Banacha.

Znajac juz przyczyny problemow, zatrzymajmy sie na chwile i przyjrzyjmy sie $rodkom,
dzieki ktéorym mozliwe staje sie uzyskanie pozytywnych wynikéw egzystencjalnych. Sposrdd
dwdéch typoéw warunkéw wymienionych we Wstepie, w tym miejscu oméwimy jedynie pierwszy —
a wiec warunek zwarto$ciowy —gdyz warunkami dyssypatywnymi zajmiemy sie w nastepnych
rozdziatach. Rozpatrzmy zatem ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.4 (Ambrosetti-Szufla). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha, I = [0,a] oraz
D = Bx(zg,r), gdzie a,r > 0. Jezeli f: [0,a] X Bx(xo,7) — X jest funkcjg jednostajnie ciggla
oraz ograniczong, tzn. ||f(t,x)| < ¢ dla (t,z) € [0,a] x Bx(zo,7), a ponadto dla pewnej liczby

L > 0 spetnia warunek

a(f(t,C)) < La(C) dla wszystkich t € [0,a] oraz C C Bx(xo,r), (%)
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to wtedy zagadnienie (2.1) g 4y) posiada rozwigzanie na przedziale [0,b], gdzie b < min{a, 7 }.
W powyzszym twierdzeniu o oznacza miare niezwartosci Kuratowskiego zdefiniowana jako:
a(C) = {d > 0 : istnieje skoniczone pokrycie zbioru C' zbiorami o $rednicy nie wiekszej niz d},

jezeli C' jest zbiorem ograniczonym; w przeciwnym przypadku przyjmujemy a(C) = +oc.

Oczywiscie Czytelnik momentalnie spostrzeze, iz to wlasnie warunek (%) jest czyms$ nowym
w poréwnaniu z Twierdzeniem Peano (nie liczac jednostajnej ciagtosci funkcji f —ale to zalozenie
mozna oslabi¢ do ciaglosci, komplikujac jednakze (*)). I wlasnie dzieki niemu, po stosunkowo
dtugim rozumowaniu, bazujacym na wlasnoéciach miar niezwartosci, subtelnych szacowaniach
czy obliczeniach z wykorzystaniem metryki Hausdorffa, mozliwe staje sie wykazanie, iz zbidr
rozwiagzan przyblizonych jest warunkowo zwarty w przestrzeni C([0,b], X), czego prosta kon-
sekwencja, jak wiadomo z rozwazan o dowodzie Twierdzenia Peano, jest istnienie rozwiazania
zagadnienia poczatkowego (2.1) g z)-

Na koniec warto nadmieni¢, iz Twierdzenie Peano jest prawdziwe w pewnych —ogdlniejszych
niz przestrzenie Banacha— przestrzeniach lokalnie wypuktych ciagowo zupelnych, co w gtéwnej
mierze jest zashuga topologii tych przestrzeni (dopuszczajacych zwarte otoczenia zera, czy zwarte
beczki).

Twierdzenie 2.5 (Astala). Niech X bedzie przestrzenig beczkowqg unormowang, a T topologiq
lokalanie wypukle na X* takq, Ze o(X*, X) C 7 C ANX*, X), gdzie 0(X*, X) jest topologiq
*-stabg, a \(X*, X) to topologia zbiezinosci prezwartej, dla ktdrej otoczenia zera sqg postaci

Usg ={2* € X" : |2*(y)| <e dla wszystkichy € K},

gdzie K C X jest zbiorem prezwartym. Oznaczmy E = (X*,7) i zalézmy, Ze f: R X E — E jest
ciggla. Wtedy dla dowolnego (tg,zp) € R x E zagadnienie (2.1) posiada rozwigzanie lokalne.

Uwagi

Przyklad 2.1, Lemat 2.1 oraz Twierdzenie 2.4 zaczerpniete zostaly z [6]. Tam réwniez Czytelnik odnajdzie
dowdd Twierdzenia 2.4, a takze uogélnienie, o ktérym wspomniano w tekscie (Rozdzial 2, Paragraf 3).
Twierdzenie 2.2 pochodzi z [12]. Czytelnik zainteresowany dowodem Twierdzenia 2.3 znajdzie go w [24].
Oprécz Twierdzenia 2.5 praca [16] zawiera ponadto wyniki dotyczace wlasnosci zbioru rozwiazan w prze-
strzeniach lokalnie wypuklych, a takze wazny zwiazek wlasnosci Peano z refleksywno$cia przestrzeni.



Rozdziat 3

Iloczyny poélskalarne, moduly
potcigglosci

W Paragrafie 3.1 podamy kilka sposobéw definiowania iloczynu potskalarnego w przestrzeni Ba-
nacha. W oparciu o odwzorowanie dualne, podamy zwiazki iloczynéw z subrézniczka normy,
a takze wykazemy liczne ich wlasnosci. Zaprezentowana teorie zilustrujemy przyktadami w prze-
strzeniach [P. Paragraf 3.2 poswiecony bedzie modutom pétcigglosci.

W niniejszym rozdziale, jezeli nie bedzie wspomniane inaczej, przez X bedziemy zawsze
rozumie¢ przestrzen Banacha, a przez X* jej przestrzen dualna.

3.1 TIloczyny poélskalarne

Podobnie jak w pracy [30] oznaczmy dla prostoty:

Yr(t,u,v) = %[f(u—%—tv) — f(w)], dlat#0oraz u,v €V, (3.1)

gdzie V oznacza przestrzen liniowo-topologiczna, a f: V' — R. Przy ustalonych u,v funkcje
Y ¢(t, u,v) zmiennej t mozna interpretowac jako iloraz réznicowy funkcji f w punkcie u w kierunku
wektora v.

Istotna role w dalszych rozwazaniach odgrywa nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1. Niech V bedzie przestrzenig liniowo-topologiczng i niech funkcja f: V — R
bedzie wypukla (por. Def. 1.1). Wtedy dla dowolnych u,v € V' funkcjat — 1)¢(t,u,v) jest rosngca
w swojej dziedzinie. W szczegolnosci wiec istniejg granice

li t li t . 3.2
t—1>I(1]’l* ¢f( ) Uy U) oraz t_l}(l)lJr ¢f( y Uy U) ( )

Dowdd. 7 wypuklosci funkcji f dla 0 < ¢ < s mamy:

flut+tv)— f(u) = f(i(u—i—sv)—i—(l—z)u)—f(u)
< e+ (1-2) fw) - S
< Ll so) - ().

15
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Stad wnioskujemy, ze funkcja 1 ¢(¢, u,v) jest rosnaca dla t > 0; podobnie dowodzimy, iz rozwazana
funkcja jest rosnaca dla t < 0. By dowéd mozna bylo uzna¢ za ukonczony, wystarczy jeszcze
wykazac, iz wartosci funkcji ¢y dla t lezgcych na prawo od zera sg nie mniejsze od wartosci dla
t znajdujacych sie po ujemnej stronie. W tym celu obierzmy ¢ > 0 oraz s < 0 i zauwazmy, ze

Flu) = f (Qit(“””) + sv)) < 2 flut )+ )

t
Stad
1/1 1\7! 1/1 1\!
fw<i(7-5) farw-5(5-3) S,
skad juz latwo otrzymujemy, iz ¢ (s, u,v) < ¢f(t,u,v) dlat > 0 oraz s < 0. O
Przyjmujac w powyzszym twierdzeniu V = X i f = [|-|| oraz oznaczajac ¢ = ¥, stwierdza-

my, ze dla dowolnych x,y € X granice:
lim (t, z,y) oraz lim (t, z,y)
t—0— t—0t

istnieja. Mozliwe jest zatem wprowadzenie nastepujacej definicji:

Definicja 3.1. Dla dowolnych z,y € X granice
a) lim;_,o+ (¢, z,y) nazywamy gdornym iloczynem pélskalarnym z oraz y i oznaczamy [x,y]s,
b) lim,_,g- ¥ (¢, z,y) nazywamy dolnym iloczynem pdlskalarnym x oraz y i oznaczamy [x,yl;.

Wprost z Twierdzenia 3.1 oraz Definicji 3.1 wynika, iz zawsze (tzn. dla dowolnych z,y € X)
spelniona jest nieréwnosé [z, y]; < [z, y]s.

Zdefiniujmy teraz multifunkcje J: X — X* zwana odwzorowaniem dualnym na przestrze-
ni X, wzorami:

sy [ Xl =1 0w = e}, w20, 0
{z* e X*:||z*|| <1}, dla z = 0.

Naszym celem bedzie obecnie wykazanie ponizszego lematu.

Lemat 3.1. Jezeli J: X — X* jest odwzorowaniem dualnym na przestrzeni X, to dla kazdego
reX J(x)=0(x), gdzie (x) oznacza subréiniczke normy w punkcie x (por. Def. 1.2).

Dowdd. a) Niech x = 0 i zalézmy, ze ||z*|| < 1. Jest to réwnowazne z warunkiem: dla dowolnego
w € X mamy z*(u) < |lu]|, co z kolei jest réwnowazne z faktem, iz z* € 9(0), a wiec istotnie

J(0) = 0(0).
b) Niech teraz x # 0. Wezmy z* € J(x). Wtedy dla dowolnego v € X mamy
at (@ —u) =z (z) — 2" (u) > |z — [ull,

co implikuje, iz x* € d(x).

Z drugiej strony, niech z* € 9(x). Z Definicji 1.2 wynika, ze dla wszystkich u € X zachodzi
x*(x —u) = ||z|| — [Jul]. Niech u = = + Av, gdzie A > 0, a v € X. Wtedy

2 (=) 2 lzf| = [l + Mol = ]| = [lz]] = Aol = =Allv]-
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Stad
—Az*(v) Z =A|lv]],

co dowodzi, ze dla wszystkich v € X zachodzi nieréwnosé x*(v) < ||v|; czyli ||z*|| < 1. Obierajac
u=(1— Nz, gdzie 0 < X\ < 1, wnosimy, iz

Art(z) = a”(x — (L= Na) > |lz| — (1= A) [Jzfl = Al=]]-

Wiec z*(x) > ||z||; wraz z faktem, iz ||2*| < 1, mamy z*(z) = ||z|| oraz ||z*|| = 1, co kohczy
dowdd.
O

Biorac pod uwage powyzsze rozwazania oraz Twierdzenie 1.1 mozemy gorny iloczyn polska-
larny x oraz y wyrazi¢ w nastepujacy sposéb:

[7,y]s = sup z7(y). (3.4)
z*eJ(x)

Mozna tatwo zauwazyé, ze
[1’,:1/]1' = —[J), _y]sa (35)

a zatem dolny iloczyn pélskalarny mozemy opisaé¢ zwiazkiem

i = inf  2*(y). 3.6
[, y] x*ler}](x)x(y) (3.6)

Przed przystapieniem do wykazania pewnych wtasnosci iloczynéw pétskalarnych podamy jeszcze
jeden sposéb ich wyrazania; z uwagi na monotonicznosé funkeji ¢ +— (¢, x,y) mozemy napisac:

[z,yli =sup¥(t,z,y)  oraz  [w,y|s = inf (L, z,y).
t<0 t>0

Podamy takze kilka definicji, niezbednych do sformutowania twierdzen.
Definicja 3.2. Przestrzen unormowang X nazywamy:

a) Scisle wypuklq jezeli x # y oraz ||z|| = |jy| = 1 implikuja |[Az+ (1 —=N)y|| < 1 dla
wszystkich A € (0,1);

b) jednostajnie wypukle jezeli dla kazdego € € (0, 2] istnieje taka § > 0, ze ||z|| < 1, |ly|| <1
oraz |z — y| > = impiikuja [z + y1] < 2(1 — 6)

c¢) gladkg, gdy dla kazdego x # 0 zbiér {z* € X* : ||2*||=1 1 a*(z) = ||z||} jest jednopunk-
towy.

Definicja 3.3. Mdéwimy, ze odwzorowanie wielowartosciowe M: S — T, gdzie S oraz T sa
przestrzeniami topologicznymi, jest pdiciggle z gory w punkcie s, gdy dla dowolnego otoczenia
Upi(s) zbioru M(s) istnieje otoczenie Us punktu s takie, ze M (Us) = Uy, M (t) C Upy(s).-

Udowodnimy teraz twierdzenie, ktére ukazuje zachowanie odwzorowania dualnego.
Twierdzenie 3.2. Niech J: X — X* bedzie odwzorowaniem dualnym na przestrzeni X. Wtedy:

a) dla kazdego x € X zbior J(x) jest wypukly oraz *-stabo domkniety, a ponadto dla A # 0
zachodzi rownosé J(Azx) =sgn - J(z).
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b) J jest pélciagle z gory pomiedzy przestrzeniq X wyposazong w topologie normowq a prze-
strzenig X* wyposazong w topologie *-stabq.

c) Jezeli X* jest Scisle wypukla, to dla x # 0 zbior J(x) jest jednopunktowy. Ponadto, jezeli
X jest przestrzeniq Hilberta, to J(x) = x ||z| ™" dla z # 0.

d) Jezeli X* jest jednostajnie wypukia, to dla dowolnego r > 0 funkcja J: X \ Bx(0,r) — X*
jest jednostajnie ciggla.

Dowdd. a) Oczywiscie zbior J(0) = Bx+(0, 1) jest wypukly. Niech wigc x # 0 oraz y*, z* € J(x)
iAe (0,1). Wtedy (Ay* + (1 — AN)z*)(z) = M|z]| + (1 — A) ||z]| = ||z||. Ponadto, z powyzszej
réwnosci wynika, iz [[A\y* + (1 — X)z*|| > 1. Nietrudno sprawdzi¢, ze zachodzi réwniez nieréwnosé
IAy* + (1 —N)z*|| <1, awiec \y* + (1 —N)z* € J(x).

Niech A # 0 i niech z # 0. Wtedy

JAz) ={y" € X" :[ly"| =1 oraz y"(A\z) = [|Az|[}
={y e X7 :ly"l =1 oraz Ay*(z) = [A||=|[}
=sgn A\ - J(z).

Jasne jest, ze kula Bx+(0,1) jest domknieta w topologii *-stabej. Zalézmy wiec, ze x # 0 i niech
y* nalezy do domknigcia zbioru J(z) w rozwazanej topologii, tzn. istnieje sie¢ (z7,),, o elementach
ze zbioru J(z) taka, ze dla dowolnego ¢ > 0 oraz dowolnego z € X znajdziemy taki indeks p, .,
ze dla wszystkich indekséw p > p. . zachodzi nieréwnosé |a:;(z) — y*(2)| < &; w szczegdlnosci
llz]| = yv*(z)|] < e dla g > pge. To pokazuje, iz y*(z) = ||z||, a zatem takze ||y*|| > 1. Ponadto
dla dowolnego z € X takiego, ze ||z|| = 1 mamy

Y ()] <y, (2) =y () + |z, (D) < 7, (2) =97 ()| + 1 < 1 +e,
a zatem ||y*|| < 1, co dowodzi domknigtosci J(x).

b) Najpierw sprawdzimy pélciaglosé z géry dla z = 0. Niech wiec Up bedzie dowolnym otocze-
niem zbioru J(0) = Bx+(0,1) w topologii *-stabej. Wtedy biorac np. Uy = X mamy:

= U J(,CL') C Bx*(o,].) (- UB.
rzeX

Niech obecnie z # 0 i zal6zmy, iz multifunkcja J nie jest pélciagla z géry w punkcie x. Na
mocy Definicji 3.3 istnieje wtedy otoczenie Uy, takie, ze dla wszystkich otoczen U, mamy
) ¢ Uj(e)- Znajdziemy zatem ciagi: (Tn)nen oraz (r,)nen takie, ze z, — x, gdy n — 400

oraz x;, € J(xn), ale x;, ¢ Uy, dla dowolnego n € N. Niech My = {z},:n> k}U(X %)
bedzie domknigciem zbioru {z} : n > k} w topologii *-slabej. Oczywiscie M} sa podzbiorami
kuli jednostkowej Bx=«(0,1), wiec jako zbiory ograniczone i domkniete sa *-slabo zwarte na
mocy Twierdzenia Banacha-Alaoglu (Tw. 1.10). Poniewaz ponadto My, C My, to na mocy
Twierdzenia Cantora (Tw. 1.7)
M= () My # 0.
keN

Wybierzmy, wiec x* € M. Oczywiscie wtedy x* ¢ U, J(z)» Poniewaz My MU ;) = () dla dowolnego
k e N.
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Z drugiej strony pokazemy, ze z* € J(z) C Uy(y). Poniewaz x* € M), dla dowolnego k, zatem
istnieje x;, € My, ktéry jednoczednie nalezy do otoczenia zera w *-stabej topologii

1
W= W (a2, k) = {y* € X" o (2) — ()] < k}

Znajdziemy zatem ciag (7}, )ren (gdzie n, > k), bedacy podciagiem ciagu (77,)nen i taki, ze
x,, € Wy dla kazdego k € N. Wtedy

2" (@) = l2ll] < |27 (2) = 25, (2)] + [, (2 = 2 )| + |25 () = [12]l]

1 k
< ¢+ e e =zl + [l | = ]| = 0 dla k — +o0,
a zatem x*(x) = ||z||.Ponadto dla dowolnego z € X takiego, ze ||z|| = 1 mamy

1
‘:z:*(z)\ < |a:*(z) — x:ibo(z)] + |x;0(z)| <14+ 7
gdzie ng € N jest tak dobrane, by a5, € W*(z*, z, k™). To dowodzi, iz ||2*|| < 1, a wiec z € J(z).
Wykazana sprzecznosé pokazuje, ze multifunkcja J jest poélciagta z géry na X.

¢) Jak wykazaliSmy w podpunkcie a) zbiory J(x) dla z # 0 sa wypukle, a ponadto sa podzbiorami
sfery jednostkowej. Poniewaz przestrzen jest $cisle wypukla (por. Def. 3.2), zatem musza by¢ one
jednopunktowe. Zatézmy dodatkowo, ze X jest przestrzenig Hilberta. Dla x # 0 mamy

J(@)={yeX:|lyll=1 oraz (z,y)= ||},

gdzie (z,y) oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni Hilberta X. Otrzymujemy zatem

]l = [Cz, )] < [l Iyl = Nl

a wiec nierownos¢ Schwarza staje sie réwnoscia. Jest to mozliwe tylko w przypadku, gdy wektory
x oraz y sg wspdiliniowe. Istnieje zatem taka stala ¢ # 0, ze x = cy, a wiec y = xH:cH_l

d) Poniewaz jednostajna wypuklo$¢ implikuje Scista wypuklosé, wiec J faktycznie jest funkcja.
Przypu$émy, iz J: X \ Bx(0,7) — X* nie jest jednostajnie ciagla dla pewnego r > 0. Wtedy
znajdziemy ciagi (zn)nen, (Yn)nen 0 wyrazach ze zbioru X \ Bx(0,7) i takie, ze ||z, — yn| — 0,
gdy n — 400 oraz ||J(zn) — J(yn)|| > €0 dla pewnego gy > 0 oraz wszystkich n € N. Ale wtedy
z zalozenia ||J(z) + J(yn)|| < 2(1 —6) dla n € N, gdyz ||J(zn)|| = ||J(vn)| = 1. Z drugiej
strony, na podstawie podpunktu a) oraz ponizszego warunku

T Y 2 2
| = ] < o —all < 2l = wall =0, gy oo,
znll Nyl [lzn]] r
mozemy zalozy¢, iz ||z,[| = [[yn| =1 dla n € N, a wtedy

||J(xn) + J(yn)H > J(xn)(xn) + J(yn)(xn) = [lznll + llynll + J(yn)(ﬂcn —Yn) = 2 — [|zn — Yn|

dla wszystkich n € N, co prowadzi do sprzeczno$ci.
O
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Zwroémy uwage na fakt, iz warto$é multifunkeji J nie zalezy od odleglodci punktu x od ze-
ra przestrzeni, a tylko od pewnego kata. Funkcje takie nazywamy funkcjami radialnymi. Jesli
rozwazymy szczegolny przypadek X = R? z metryka euklidesowa, to dla (z,y) # (0,0) w wy-
niku dziatania J otrzymamy punkt lezacy na przecieciu okregu jednostkowego oraz potprostej
przechodzacej przez punkty (0,0) oraz (z,y).

W ponizszym twierdzeniu, piszac o wlasnoéciach iloczynéw potskalarnych, poprzez uzycie
symbolu [z, y], /i bedziemy rozumie¢, ze dana wlasnos¢ zachodzi zaréwno dla iloczynu polskalar-
nego gbérnego, jak i dolnego.

Twierdzenie 3.3. Niech [x,y|s oraz [x,y]; oznaczajq iloczyny pélskalarne: gorny i dolny odpo-
wiednio. Wtedy:

a) [z,y+ z]s < [z,y]s + [x,2]s oraz [x,y + z]; > [x,y]i + [z, 2]s;

RIERTRA R E

c) [z, y+axly; = [2,yls +alyll  dlaaeR;

d) low, Byls)i = sena- Bz, yls  dlaa-3>0;

D

)
)
) odwzorowanie y — [x,y]s; jest nierozszerzajqce;
)

£) [z,y]s = [z,y]i jezeli X* jest $cisle wypukla oraz x # 0; w przypadku przestrzeni Hilberta

dla © # 0 mamy [z, yls = [z,y]; = =]~ (y, z);
g) [7,yls = maxyecyp) 2*(y) oraz [w,yli = mingec s 7 (y);

h) Jezeli X* jest jednostajnie wypukta, to dla dowolnego r > 0 oraz dowolnego zbioru ograni-
czonego A C X iloczyny [z,y]s/i: X \ Bx(0,7) x A — R sq jednostajnie ciggle;

i) [z,y]s jest polciagly z gory, natomiast [x,yl; jest pélciggly z dotu na X x X;

j) iloczyny [x,yls; sq ciggle na (X \ {0}) x X wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzeniq
gtadkq;

k) jezeli u(t): (a,b) — X jest funkcjq rézniczkowalng w punkcie t € (a,b), a £(t) = ||u(t)|], to
wtedy:
D7E(t) = [u(t),w/' ()i oraz D) = [u(t), v/ ()]s,
gdzie D=E(t) oraz DTE(t) oznaczajq pochodng lewo- i prawostronng funkcji & w punkcie t.

Dowod. W niniejszych dowodach w przypadku, gdy wlasnoéé zachodzi dla obydwu iloczynéw
potskalarnych, ograniczmy sie do dowodow wylacznie dla iloczynu potskalarnego gérnego.

a) Wlasno$¢ ta wynika z oczywistej nieréwnosci

sup z*(y+2) < sup z"(y)+ sup z*(2).
z*ed(x) z*ed(x) z*eJ(x)

b) Dla dowolnego ¢ # 0 mamy:

1
| Ul +tyll = llzl))| < Iyl

Wystarczy teraz przej$¢ granicznie, by otrzymac teze.
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¢) Mamy:

[z,y + ax]s = sup [27(y) + a7 (ax)] = sup [27(y) +allzf] = [z,y]s + o]
z*eJ(x) z*eJ(x)

d) Z uwagi na Twierdzenie 3.2 a), J(azx) =sgna - J(z) dla a # 0, a zatem

laz, Byls = sup 2"(By) = sup sgna-fz’(y) =sgna- Bz, yls.
z*eJ(ax) z*eJ(x)

e) Dla dowolnego ¢ # 0 mamy

1 1 1
|5 Ul 4ty = llal) = > Clle + tyall = lel)| < | Iy = tyell] = llys = wel
przejscie graniczne daje wiec teze.

f) Jezeli X* jest cisle wypukla, to dla = # 0 zbiory J(z) sa jednopunktowe (por. Tw. 3.2 c)),
wiec
[z,yls = sup a*(y)= inf 2%(y)=[z,yl:
z*e(x) z*eJ(z)
Niech teraz X bedzie przestrzenia Hilberta oraz x # 0; wtedy [z, y]s/; = 2*(y) = ]|t {y, ).

g) Poniewaz J(x) jest *-slabo zwarty dla z € X i funkcja ¢: X* — R zdefiniowana wzorem
o(x*) = x*(y) dla ustalonego y jest *-slabo ciagla, musi wiec osiaga¢ swoje kresy na J(z).

h) Niech ¢ > 0 bedzie ustalone. Na podstawie Twierdzenia 3.2 d) mozemy wybraé¢ 61 > 0
niezalezne od e, tak by [|J(z1) — J(z2)|| < 5¢ dla [lzy — 22| < &1, gdzie r > 0 oznacza
promiefi kuli domknietej, w ktérej zawiera si¢ zbiér A. Obierzmy § = min {61, 3¢}. Wtedy dla

|1 — 22| < 6 oraz ||y1 — y2|| < J, na podstawie poprzednich podpunktéw, mamy

M$1>y1]s — [z2,12]s| < ‘[:Ulyyl]s — [z1,y2ls| + ‘[1‘17?;2]5 — [z2,92]s

e
< llyr = well + 11 (21) = (@) lyall <5+ - v <.

i) Dla prostoty zdefiniujmy zbiory:
Ay ={(z,y) [z +tyl| <u} 1 Bry={(z,y):u—ta<|z||} dlat,ueck.

OczywiScie powyzsze zbiory sa otwarte, jako przeciwobrazy odpowiednich zbioréw otwartych
przez funkcje ciagle. Wybierzmy dowolne a € R. Wtedy przeciwobraz

['7 ];1 (—OO,CL) = {('T’y): %2£¢(t,ﬂf,y) < a’} = {(Iay) :3t>0 ¢(t7$,y) < CL}

= U A{@y) ot z,y) <a} = J{(z,y) : [l +ty| — ||z < ta}

>0 >0
= U {(z,y) : JueR |z +ty|| <u<|z|+ta} = U U Ap N Biy,
t>0 t>0ueR

jest zbiorem otwartym, co na mocy Twierdzenia 1.4 konczy dowdd.
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j) (<) Niech (x9,y0) € (X \ {0}) x X oraz niech ¢ > 0. Poniewaz X jest gladka, wiec dla z # 0
zbiory J(z) sa jednopunktowe. Z Twierdzenia 3.2 b) wynika, iz istnieje takie n > 0, ze dla z € X
spelniajacych warunek ||z — xo|| < 7 mamy

¥ = J(x) € W*(xg, yo, %5) = {z* e X"t |zg(yo) — 2% (yo)| < %5},

gdzie x§ = J(xp). Obierzmy § = min {n, %E}; jezeli tylko ||z — zo|| < 0 oraz ||y — yo|| < I, to na
podstawie podpunktu e) otrzymujemy:

“x07yds ‘xoayo [z, yols Mx,yo] 2 Yls

*

[z
< g (yo) — 2" (o) | + [lyo — vl < 3+ 3¢ =

Zatem [z,y]s jest ciagly na (X \ {0}) x X.
(=) Zalbézmy, iz [z, y]s jest ciagly; tym samym [z, y]; jest réwniez ciagly (por. (3.5)). Przypusémy,
ze
[z,y]i < [z,y]s dla pewnych z € X\ {0} oraz y € X.
Dla prostoty oznaczmy: x(t) = ||z + ty|| dla t € R. Wtedy:

o+ + s)yll — [z + tyll

D™x(t) = lim = [z +ty,yli
s—0— S
oraz
. r+(t+s —llz+t
Dt = i M=t tl gy
S—>

Z ciaglosci odwzorowania t — D~ x(t) jak i t — DT x(t) w otoczeniu zera (na mocy zalozenia)
oraz mieréwno$ci D~ x(0) < D7Tx(0) wynika, iz znajdziemy takie ¢ > 0, ze dla wszystkich
t € (—e,e) zachodzi D~ x(t) < DT x(t). Otrzymana nieréwnos¢ jest sprzeczna z Twierdzeniem
Sierpiniskiego-Younga (Tw. 1.2) Tym samym podpunkt zostal udowodniony.

k) Oznaczmy
R(&,5,t) = Sit(g(s)—g(t)) dla s,teR, s£t.

Wtedy prawdziwe jest nastepujace oszacowanie:

[u(s) = u(t) — (s — )u'(?)]

|s = 1|

[R(,5,t) — (s — t,u(t),u(1))] <

Przechodzac graniczne w powyzszej nieréwno$éi z s — tT otrzymujemy teze.
O

Dla pewnych przestrzeni X stosunkowo latwo mozna obliczy¢ J(x) wprost, a tym samym
i iloczyny potskalarne. Rozwazmy nastepujacy przyktad.

Przykltad 3.1. a) Niech X = [P, gdzie 1 < p < +oo. Wtedy (IP)* = 19, gdzie q jest wy-
ktadnikiem sprzezonym z p. Poniewaz dla tak okreslonych wyktadnikéw przestrzenie 1P sa Scisle
wypukle, na podstawie Twierdzenia 3.2 c¢) wnioskujemy, ze zbiér J(z) jest jednopunktowy dla
x = (&)jen # 0. Z drugiej strony, na mocy definicji multifunkcji J:

J(@) = {2" = (()jen €19+ ||2"[|, = 1 oraz 2*(z) = ||zl }-
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Oznaczmy z* = ((;)jen, gdzie
1— _ .
= llzll, P lg; P sgné;  dlaj>1
By pokazaé, ze z* = J(z) wystarczy wykazaé, ze z* € J(x). Mamy:

* 1-p - q(p—1) 1/a 1-p p/q
121, = Il Qq@r ) = llally Pl = 1.
J:

Ponadto

Z@CJ ng Izl 77 1€5P sgn & = 1], pZ\£g|” ], -

7j=1
Dlay = (ﬁj)jeN € [P mozemy zatem zapisac:
[z, y]s = {Hy”p dla z =0,
bl s — _ _
||5U||11) Py &Pty sgng;  dla x # 0,

oraz

— [lyll, dla z = 0,
[ny]Z == 1 p p 1
]l 3252 [Py sgn &y dla @ # 0.

b) Dla X = LP(Q, %, u), gdzie 1 < p < 400, rozumujac podobnie jak w poprzednim podpunkcie

otrzymamy:

ol {mn dla =0,
T el falo@)P () sena@)dpw) dia s £ 0,

oraz

e HxH;_p Jolz(@)Py(w) sgn z(w)du(w) dla x # 0.

c¢) Niech X ='; poniewaz (I')* =, to mozemy napisa¢ dla x = (&) en # O

z) = {z" = (¢j)jen €17 : 2" () = ||z||, oraz stelgléjlzl}-
J

Zalozmy, ze & # 0 dla pewnego k € N. Wtedy

Y IElGsengs =Y G& = Mzl = Y I&1
j=1 Jj=1

J=1

a wiec (rsgné, = 1. Stad

J(.CL‘) = {Z* = (Cj)jEN ele: Cj = Sgnfj dla éj 75 0 oraz ’Cj| < 1ldla gj = O}
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Przyjmujac oznaczenie A = suppx = {j : {; # 0} dla y = (1;) jen mamy:

[z,yls = sup z*(y) = sup ZCﬂb sup (ZCmﬁZCgm)

zreJ(x) z*€J(x) zreJ(x) jEA jeA

= sup (Yo myseng; + > Gn) = Do misen&; + sup - G,
z*eJ(x) jeA jEA jEA z*EJ(x)j¢A

)

= > msen&i+ > Inil = lylly = D (Injl — njsen;).
JEA jEA jEA

Réwnosé (o) wykazujemy nastepujaco; poniewaz |(;| < 1 dla j ¢ A, wiec prawdziwa jest
nastepujaca nieréwnosé: (jn; < n; < |n;l, ktéra staje sie réwnodcia, gdy przyjmiemy (; = sgnn;.
Zatem Sup.«c y(z) 2 j¢a Gl = 2 jgalnjl-

Rozumujac podobnie mozna wykazaé, iz

[z,9)i = = llylly + D _ (I +n; sen&;).
JEA

W szczegélnoscei [z, yls = [z,y]; wtedy i tylko wtedy, gdy suppy C supp z.

3.2 Moduly péicigglosci

Niech X oznacza przestrzen unormowana, wyposazong w norme ||-||, a C1(X) rodzine wszystkich
niepustych i domknietych podzbioréw X. Dla dowolnych odwzorowan

A X — R, x — A(z),
H: (0,1 x X — Cl(X), (0,2) — H(J,z),

oraz ustalonego € > 01 x € X zdefiniujmy zbiér:
M(A, He,x)={0€(0,1]: Vye X yeH(0,z)= Aly) <c}.
Zbiér M(A, H,e,x) moze byé zbiorem pustym, co ilustruje nastepujacy przyklad.

Przyktad 3.2. Niech odwzorowania A oraz H beda dane wzorami

1 =
A(zx) = 0 dlaz=0, oraz H(d,z) = Bx(x,0).
1 dlaz#0

Wtedy dla kazdego € € (0, 1) zbiér M(A, H,e,0) ={5 € (0,1]: Vye X |y||<d= A(y) <&}
jest pusty.

W przypadku, gdy M (A, H,e,x) okazuje sie niepusty, mozliwe staje sie okreslenie wielkosci

A(A,H,e,z) =supM(A, H,e,x).
J

Niestety w ogdlnosci A(A, H, e, x) nie musi by¢ elementem zbioru M(A, H, ¢, x).
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Przyktad 3.3. Niech € € (0, 1) oraz

Al {o dla Jaf # 1,

H(6,xz) = B(x,0).
1 dla 2] =1 oraz (6,2) (z,9)

Podobnie jak w poprzednim przykltadzie rozwazmy zbiér:
M(A H,e,0)={0€ (0,1]: Vye X |y]|<d= A(y) <e}.
Oczywiscie, jezeli 6 € (0,1) to 6 € M(A, H,¢,0), jednak A(A, H,e,0) =1¢ M(A, H,¢,0).

Definicja 3.4. Zbiér A C R nazywamy domknietym z gdry, gdy zawiera granice kazdego
rosngcego ciggu o wyrazach z A.

Przyktad 3.4. Niech X bedzie przestrzenia unormowana, a L: X — R bedzie odwzorowaniem
ciagtym; przez K oznaczmy zwarty i wypukly podzbiér przestrzeni X. Zdefiniujmy nastepnie
odwzorowania: A: X x X - Ri H: (0,1] x X x X — Cl(X) wzorami

A(z,y) = [L(z) = L(y)|  dlaz,yeX,

oraz
H2,y) = {(wv) € K2 lu—ov| <6} dlad >0, z,y€X,

Zauwazmy, ze 6 € M(L,K,e) = M(A, H,e,z,y) wtedy i tylko wtedy, gdy § € (0,1] oraz dla
wszystkich z,y € K warunek ||z — y|| < 0 implikuje |L(z) — L(y)| < €. Z uwagi na jednostajna
ciaglosé funkeji L zbiéor M(L, K, ) jest niepusty, wiec liczba A = A(L, K, ¢) istnieje. Liczbe te
nazywamy modutem jednostajnej ciggltosci funkcji L na zbiorze K.

Sprawdzimy, iz M(L, K, ¢) jest domkniety z géry. Niech (0 )ren bedzie dowolnym rosnacym
ciagiem o wyrazach ze zbioru M(L, K, ¢) zbieznym do pewnego § € (0,1], a z,y € K dowolnymi
elementami takimi, ze ||z — y|| < J. Wybierzmy dowolny ciag (A,)nen 0 wyrazach z przedzialu
(0, %) malejacy do zera i dla n € N polézmy:

zn = (1= Ap)z+ Ay oraz Yn = (1 = Ap)y + Apz.

Jak latwo zauwazyé¢ wypuklo$é zbioru K gwarantuje, iz wszystkie wyrazy ciagéw (zp)nen,
(Yn)nen naleza do K. Dzigki zbieznosci ciagu (dx)ken, dla kazdego n € N znajdziemy k = k(n)
takie, ze ||xn —ynll = (1 — 2\,) [z — y|| < dk, co z kolei implikuje, ze |L(z,) — L(yn)| < e.
Korzystajac z ciaglosci funkeji L, otrzymujemy wiec: |L(z) — L(y)| < e. Tym samym dowiedli$my
domknigtosci z gory zbioru M(L, K, e). W szczegdlnosei uzyskalismy, ze A € M(L, K, ¢).

Przytoczona na poczatku niniejszego paragrafu konstrukcja ma ogdlny charakter; zajmiemy
sie jej pewnym szczegbélnym przypadkiem. Niech X bedzie przestrzenia unormowana, a funkcje
Ay, As, okreSlone na przestrzeni X o warto$ciach rzeczywistych, niech spetniaja nastepujace
warunki:

Aq(z) < Ag(z)  dla wszystkich z € X, (3.7)
Aj(x) jest poélciagta z dotu na X, (3.8)
As(x) jest polciagla z gory na X. (3.9)

Dla dowolnego = € X oraz § > 0 zdefiniujmy:

A(z) = Ai(x) i H(0,z) = Bx(z,0)
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oraz oznaczmy

Zbiér N(Az) bedziemy nazywaé ujemng dziedzing funkcji Aa. Okazuje sig, iz dla dowolnego
e>01ixz € N(Ag) zbiér M(A, H,e,x) jest niepusty.

Istotnie, warunek As(x) < 0 < ¢ w polaczeniu z Twierdzeniem 1.4 oraz (3.9) implikuje
As(y) < e dlay € Bx(z,0) przy pewnym malym 6 > 0. Z (3.7), wynika, ze 0 nalezy do zbioru
M(A, H,e, x).

Udowodnimy obecnie, ze dla z € N(Ay) zbiér M(A, H, e, x) jest domkniety z géry. W tym
celu niech (8, )nen bedzie dowolnym (silnie) rosnacym ciagiem o wyrazach ze zbioru M(A, H, ¢, z)
zbieznym do pewnego § € (0,1]. Niech y € X spehia ||z — y|| < 0. Zdefiniujmy ciag, ktérego
wyraz ogblny okreslony jest réwnoscia:

(e

Wtedy oczywiscie y,, dazy do y, gdy n — +o0, a ponadto ||y, — x| < J,. Stad A;(yn) < €
dla wszystkich n € N. Poniewaz funkcja A; jest pélciagla z dotu, wiec A;(y) < e. Tym samym
dowiedlisSmy, iz 6 € M(A, H,¢e,x).

Lemat 3.2. Niech € > 0, a (xy)nen bedzie ciggiem o wyrazach zawartych w ujemnej dziedzinie
funkcji Ag, tj. zbiorze N(As), zbieznym do pewnego x € N(Ag). Wtedy

liminf A(A, H,e,x,) > A(A, H, e, x),

n—oo

innymi stowy, obciecie A(A, H, e, - ) jest funkcjg péiciggle z dotu.

)‘N(AQ

Dowdd. Niech x € N(As) bedzie ustalony. Oznaczmy dla prostoty A = A(A, H,e,x). Poniewaz
zbiér M(A, H,e,x) jest domkniety z gory, wiec prawdziwa jest nastepujaca implikacja:

Vye X |ly—z[| <A= A(y) <e.

Ustalmy « € (0, A). Z zalozenia ciag (,,)nen jest zbiezny do elementu z, wiec znajdziemy indeks
no € N taki, ze dla wszystkich n > ng spelniony bedzie warunek ||z — z, || < A — . Zalézmy, ze
ly — x| < o dla n > ng. Wtedy dla n > no:

ly — 2l <lly = znll + [lon — 2| Sa+ A —a= A,

a zatem Aj(y) < e. Innymi stowy A(A, H,e,2,) > o dla n > ng. Z dowolnosci o otrzymujemy
teze. O

Przyklad 3.5. Rozpatrzmy pare funkcji ciagtych F: R x X — X oraz L: R x R — R. Niech
A1, A2: R x X x X — R bedg okreslone wzorami:

Al(tax7y) = [$ —y,F(f,ﬂ’J) - F(t’y)]z - L(t’ H‘T _yH)a
Ag(t,l',y) = [l’ - y,F(t,LE) - F(tayﬂs - L(t7 ||$ - y”)

Z podpunktéw g) oraz i) Twierdzenia 3.3 wynika, iz warunki (3.7), (3.8) jak réwniez (3.9) sa
spelnione. A wiec, dla kazdej tréjki (¢, z,y) € R x X x X takiej, ze:

[z —y, F(t,z) — F(t,y)], < L(t, ||z — y]))
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oraz dowolnego ¢ > 0, zbiér M(F, L,e,t,x,y) = M(A, H,e,t,x,y) jest niepusty. Poniewaz jest on
takze domkniety z géry, wiec supremum A = A(F, L, e, t, x,y) nalezy do zbioru M(F, L,¢e,t,z,y),
tj.

V(ryu,v) e Rx X x X max{|t — 7|, ||z —ull,||ly —v||} <A =
= [’LL—U,F(’I“,U) —F(T,’U)L. <L(7",”U—’U”) te

Ponadto, na mocy Lematu 3.2, odwzorowanie (t,x,y) — A(F, L,e,t,x,y) obciete do zbioru
N (A3) jest pélciagle z dotu.

Przyktad 3.6. Niech (X, ||-|| y) oraz (Y, ||-||y-) beda przestrzeniami unormowanymi, a F': X — Y
funkcja ciggta. Funkcje A1, As: X x X — R zdefiniujmy wzorem:

Ai(z,y) = Ag(z,y) = [|[F(z) — F(y)ly -

Na podstawie wczesniejszych rozwazan, dla dowolnego x € X oraz dowolnego € > 0, zbiér
M(F,e,x) = M(A, H, e, x, x) jest niepusty oraz domkniety z géry, zatem A(F, e, x) € M(F,¢e,x).
Liczbe A(F, e, z) nazywamy modulem cigglosci funkcji F' w punkcie x. Ponadto odwozorowanie
x +— A(F,e,x) jest pblciagle z dotu na przestrzeni X (por. Lem 3.2).

Uwaga 3.1. Jezeli w zaprezentowanej konstrukeji funckje H (0, x) zastapimy funkcja:
H(J,z) = DN Bx(x,0),

gdzie zbiér D jest domknigtym podzbiorem przestrzeni unormowanej X, to dla dowolnego
x € DNN(Az) oraz dowolnego £ > 0, odpowiednie zbiory M(A, H, e, xz) beda niepuste; jednakze,
jak pokazuje ponizszy przyklad, w ogdlnoéci nie mozemy oczekiwaé ich domknietosci z gory.

Przyktad 3.7. Rozpatrzmy przestrzen X = R? z normg euklidesowa. Wprowadzmy nastepujace
oznaczenia: a = (0,0), b = (0, —4), ¢ = (—3+/7/16,—1/16) i przyjmijmy

D = conv {a,b} U conv {b, c}.

Niech ponadto

A(3, (2,)) = Bz ((2,),0) N D

oraz
1, )l dla 2 € [0, +00),

Al(x7y> =A2<$,y) = (1+%)H($7y)” dla z € [JZC,O),
2 ||(l',y)” dla z € (—OO,,IC),

gdzie z. oznacza odcigty punktu c. Oczywiscie funkcje A1, Ao sa ciagle, a wigc spelniaja wa-
runki (3.7), (3.8) oraz (3.9). Poniewaz As(a) = 01 a € D, wiec zbibr M(A, H,e,a) jest

niepusty dla dowolnego ¢ > 0. Ustalmy e = 1. Pokazemy, ze odcinek (0,1) C M(A, H,¢,a),
lecz & ¢ M(A, H,¢,a), wiec zbiér M (A, H,e,a) nie bedzie domkniety z gory.

Niech § € (0, %) Jak tatwo zauwazyé, odleglo$é punktu a od prostej zawierajacej odcinek
conv {b,c} wynosi 1 i jest osiagana w punkcie c. Jedli zatem |(z,y)| < 0 i (z,4) € D, to
(z,y) € conv{a,b}. Stad Ai(x,y) = ||(z,9)] < 6 < ¢, czyli § € M(A, H,e,a). Tym samym
pokazalismy, ze (0,%) C M(A, H,¢,a).

Jedli jednak wezmiemy punkt ¢, ktéry oczywiscie nalezy do zbioru H (%, a), to otrzymamy:
Ai(c) =2|lc[| =1 £ ¢, a zatem 3 ¢ M(A, H,¢,a).
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Uwaga 3.2. Warto zauwazy¢, iz nawet gwiazdzistos¢ zbioru D nie gwarantuje domknietosci
z gory /\;I(A,I;T ,&,2). Jednakze, jesli jako zbiér D weZmiemy zbiér wypukly, to powtarzajac
rozumowanie ze strony 26, mozna wykazaé, iz dla dowolnego x € D N N(Az) oraz dowolnego
e > 0, zbiory M(A, H,¢,z) sa domknigte z géry.

Uwagi

Definicja 3.1 pochodzi z [30]. Odnotujmy, iz w [6] Deimling wprowadza iloczyny poélskalarne zwiazane
z funkcjg x — %Ha:||2, a nie jak w [30] oraz niniejszej pracy, z funkcja « — ||z||. Twierdzenie 3.2 oraz
Twierdzenie 3.3 (a)—(h) sa modyfikacjami oraz uzupelnieniami odpowiednich twierdzen z [6]. Podpunkty
(i)—(k) oraz dowdd dostatecznosci podpunktu (i) zaczerpniete zostaly z [30]. Przyklad 3.1 jest modyfikacja
przykladu z [6]. Dowdd Lematu 3.1 wzorowany jest na dowodzie analogicznego faktu, ktéry mozna znalezé
w [3].

Wiszystkie fakty dotyczace modutéw pélciaglosci zawarte w Paragrafie 3.2, oprocz Przykladu 3.2,
Przykladu 3.3 oraz Przykladu 3.7, pochodza z [30]. Wspomniane przyklady sa wkladem Autora niniejszej

pracy.



Rozdzial 4
Nierownoscli rozniczkowe

Niniejszy rozdzial poswiecony bedzie wykazaniu dwéch faktéw dotyczacych nieréwnosci roznicz-
kowych dla funkcji o warto$ciach rzeczywistych, ktére w dalszej czesci pracy beda odgrywaly
kluczows role w dowodach gtéwnych twierdzen. Twierdzenie 4.2 wykorzystamy w Rozdziale 6,
natomiast jego modyfikacje — Twierdzenie 4.3 —w Rozdziale 7.

* * *

Niech I oznacza obustronnie otwarty przedzial na prostej rzeczywistej, tj. I = (a,b) dla
pewnych a,b € R U {—o00,+0o0}, a tyg ustalony punkt posredni przedzialu I. Dla funkcji ciaglej
L: I xR — R oraz ustalonego v > 0 rozwazmy nastepujace zagadnienie Cauchy’ego

(W) = L(te(0) +,
Lo - @

Na podstawie Twierdzenia 1.13 oraz Twierdzenia Peano (Tw. 2.1) powyzsze zagadnienie
posiada prawostronne rozwiazanie maksymalne okreslone na przedziale [to, t), gdzie tg < ty < b,
ktore oznaczac¢ bedziemy przez ¢ (t).

Definicja 4.1. Niech I = (a,b) C R. Funkcje ciagta L: I x R — R nazywamy:
a) normalng na przedziale I, jesli L(¢,0) = 0 dla wszystkich ¢ € I;

b) silnie normalng na przedziale I, jesli dla kazdego ty € I prawostronnym rozwiazaniem
maksymalnym zagadnienia (4.1), oy jest funkcja ¢o(t) = 0.

Uwaga 4.1. Kazda funkcja L: I xR — R silnie normalna na przedziale I jest réwniez normalna
na tym przedziale. Istotnie, niech ¢ nalezace do przedziatlu I bedzie wybrane dowolnie. Wtedy
na podstawie Definicji 4.1 b) rozwiazaniem maksymalnym zagadnienia Cauchy’ego (4.1)(1570),
okre$lonym w prawostronnym otoczeniu punktu ¢, jest funkcja g = 0. W szczegdlnodci

0= p(t) = L(t, ¢o(t)) = L(t, 0).
7 dowolnosci t wynika, iz funkcja L jest normalna na przedziale I.

Przyktad 4.1. Nie kazda funkcja normalna jest silnie normalna. W celu wykazania powyzszego
stwierdzenia, wystarczy rozpatrzy¢ funkcje L: (—1,1) x R — R okreslona wzorem L(t,z) = 2/x

29
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dla x > 0 oraz L(t,z) = —2v/—x dla x < 0. Istotnie, funkcja x: [0,1) — R zdefiniowana wzorem
x(t) = t* jest rozwigzaniem zagadnienia (4.1)( ). Jednakze

0<z(2)<z(3),
gdzie T oznacza rozwigzanie maksymalne zagadnienia (4.1)(070), okreélone w pewnym prawostron-
nym otoczeniu zera, co przeczy silnej normalnosci funkeji L na przedziale (—1,1).

Twierdzenie 4.1. Niech I = (a,b) bedzie przedzialem otwartym na prostej rzeczywistej i niech
funkcja ciggla L: I x R — R bedzie silnie normalna na I. Wtedy dla kazdego n > 0 oraz kazdego
Ty € (to,ty) istnieje v(n) € (0,7), dla ktdrego 0 < @, (t) < n, o ile tylko ty < t < Tj oraz
0<v<v(n).

Dowdd. Poniewaz na mocy Uwagi 4.1 funkcja L(t,x) jest normalna, stwierdzamy, iz ¢o(t) = 0
jest rozwigzaniem globalnym zagadnienia (4.1)@070). Zatem na podstawie Twierdzenia 1.14

0= gOo(t) < 907(75) dlaty <t < ly.

Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami dla dowolnego & € (0,7] przez ¢¢(t) bedziemy rozumie¢
prawostronne rozwigzanie maksymalne zagadnienia Cauchy’ego (4.1)(, ¢), okreslone na prze-
dziale [to,t¢). Na mocy Twierdzenia 1.14 oraz Twierdzenia 1.15, dla U(t,u) = L(t,u) + v oraz
V(t,u) = L(t,u) + &, otrzymujemy

wo(t) < @e(t) < py(t) dla tg <t < min{t,,t¢}. (4.2)

Przypuéémy, ze t¢ < t,, Poniewaz na podstawie Lematu 1.2 funkcja ¢¢(t) dazy do brzegu
obszaru okreslonosci, gdy t dazy do t¢ < b, wiec @¢(t) — +oo dlat — te . Biorac pod uwage, iz
[to,te) € [to,ty) oraz fakt, ze ¢ jest ciggla i ograniczona na przedziale [to, te), otrzymujemy

O~ (t) = py(te) < 400 dla t — 2. (4.3)
Z drugiej strony, przechodzac granicznie w nieréwnosci (4.2) przy t — t¢ dostaniemy

lim ¢ (t) = +oo.

tﬂtg

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze t¢ > ., o ile tylko v > &.
Powtarzajac powyzsze rozumowanie dla liczb £ i 7 w miejsce € i v, mamy

0 < pe(t) < pp(t) < @qy(2) dlatg<t<t,i0<&<n<n. (4.4)

Otrzymujemy zatem posiadajaca wlasnos¢ (4.4) rodzinge A = {¢¢ : 0 < £ < v} rozwigzan maksy-
malnych zagadnien (4.1) ¢, ¢) (0 < & < ), okredlonych na wspélnym przedziale istnienia [to,2,).
Mozemy wiec zdefiniowaé funkeje ¢ : [to,ty) — [0, +00) okreslong wzorem

5(t) = li t)= inf
Polt) = lim pelt) = nf oe(t).

Pokazemy obecnie, iz rodzina A jest jednakowo ciagla w kazdym punkcie przedziatu [to, ), co
w konsekwencji dowiedzie ciaglosci funkcji ¢ (t) (por. Def. 1.8).
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Wybierzmy wiec dowolne xg € [to,t,) oraz ¢ > 0. Znajdziemy wtedy domkniete otoczenie
punktu xg postaci

[zo — 0,70 + 0] C [to,ty) W przypadku, gdy xo # to,
[0, x0 + 0] C [to,ty) w przypadku, gdy zg = to,

ktére bedziemy oznaczaé O(xp).
Dla przejrzystosci rozwazan wprowadzmy jeszcze dwa oznaczenia. Niech

A=0(zg) x [0, sup ¢4(t)] 1 M=~+ sup |L(t,s)|.
teO(xo) (t,5)€A

Dla dowolnego t € O(zo) oraz £ € (0,v] mamy

e (t) — we(0)| = |@e(Brao) ||t — 0| < Mt — 0],

gdyz
|0t (Ora)| < sup [l (t)| = sup | L(t, x(t)) + ¢
(t,k)€O0(z0)x(0,7] (t,k)E€O(z0) x (0,7]
<7+ sup |L(t,z)| = M.
(t,x)EA

Obierajac § = min{o, 57} spelniamy warunek w definicji jednakowej cigglosci w punkcie .

Poniewaz dla kazdego zo € [to,ty) wartos¢ ¢f(xo) jest skoficzona, jako zmajoryzowana przez

¢~ (o), zatem na mocy Twierdzenia 1.5, funkcja ¢{j(t) jest ciagla na przedziale [to,t,). Na

podstawie Twierdzenia Diniego (Tw. 1.6) stwierdzamy, iz ¢ = ¢, gdy & — 0T, na kazdym

przedziale zwartym zawartym w [tg,t). (Symbol = oznacza jednostajng zbieznosc.)
Zauwazmy, ze dla dowolnego & € (0, ] oraz dowolnego t € [to, ty) mamy

eelt) =+ [ [Llsvpels)) + €Jas.

a zatem dla kazdego ¢ € [to, )

Si(t) = /t:L(S,sOE‘)(s))ds.

Istotnie, obierajac t € [to, t,), poniewaz

t

joctt) = [ Lis.t)as] = et —to+ 1)+ [ [Llsuieels) — Lo i5)]ds

to
¢
<Je(t—to+ D] + [ [L(s.0els)) = Lis.i(s))| s,
0
wiec z uwagi na warunek
‘L(S,@g(s)) - L(s,gpé(s))‘ =0 wrazz & — 07 na [to, ],

otrzymujemy
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Stad () jest rozwiazaniem zagadnienia (4.1), oy na przedziale [to,t,). Poniewaz ¢{(t) przyj-
muje wartosci nieujemne, to z silnej normalnosci funkcji L na przedziale I wnosimy, ze ¢f(t) = 0.
Reasumujac dowiedli$my, iz dla dowolnego n > 01 T € (to, t) istnieje v(n) € (0,7) takie, ze

sup  sup gy (t) <n.
vE(0,v(n)) t€lto,To]

Tym samym twierdzenie zostato udowodnione. O

Twierdzenie 4.2. Niech I = (a,b) bedzie przedzialem otwartym na prostej rzeczywistej, nato-
miast L: I x R — R funkcjg ciggle. Niech Ty € [to,ty) oraz p € (0,7). Zaldimy, Ze lokalnie
lipschitzowska funkcja ¢: [to, To) — [0, +00) spelnia warunki:

a) ¢(to) <
b) Ap(t) < L(t, ¢(t)) + p dla prawie wszystkich t € (to, Tp).
Witedy ¢(t) < ¢, (t) dla wszystkich v € (u,y) oraz t € [to, Tp).

Dowdd. Przypu$émy nie wprost, ze dla pewnego v € (u,y) oraz t* € (tg, Ty) zachodzi nier6wnosé
o(t*) > @, (t*). Przez A oznaczmy zbiér miary zero (w sensie Lebesgue’a), o ktérym mowa
w punkcie b) i wybierzmy liczbe 3 o wlasnosciach:

0<B<et) =@ (t7) oraz (¢ (p—p,)(A) (4.5)

Jest to mozliwe z uwagi na fakt, iz funkcja ¢, a zatem takze ¢ — ¢, jest lokalnie lipschitzowska
i w zwiazku z tym (por. Tw. 1.2) zbior (¢ — ¢, )(A) jest miary zero. Nie moze wiec zawieraé
niepustego przedziatu (0, (¢ — ¢,)(t*)) C R. Oznaczmy

rg = inf {t € (to, Tv) : p(t) > pu(t) + 5} .

Wykazemy, ze 15 € (to,To) i g ¢ A. Przypusémy, ze rg = tg. Wtedy z ciaglosci funkeji ¢ — ¢,
oraz definicji infimum otrzymujemy p > ¢(to) > ¢u(to) + 86 =v + [ > u+ [, co prowadzi do
sprzeczno$ci. Zatem rg # to. Ponadto (raz jeszcze korzystajac z ciaglosci funkcji ¢ — ¢, oraz
definicji infimum)

w(rg) = pu(rs) + 6. (4.6)

Gdyby g € A, to p(rg) —wu(rg) = B € (¢ — vu)(A), ale przeciez liczba ( zostala tak wybrana,
by nie nalezata do zbioru (¢ — ¢, )(A). Dowodzi to faktu, iz rg ¢ A.
Zauwazmy, iz dla tg < t < rg mamy

p(t) < ult) + 5,
co w polaczeniu z (4.6) prowadzi do zwiazku

QD(t) - SD(TB) < (,0,,(75) - SDV(Tﬁ) dlaty <t< rg,

a zatem

ot) = p(rs) _ @u(t) = @(rg)

dla tg <t < rg.
t—?“g t—T’ﬁ 0 p
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Przechodzac granicznie z t — g otrzymujemy
A7p(rg) = A"y (rp).
Stad
L(rg,¢(rp)) + 1 > A" p(rg) > A gu(rp) = ¢),(r5) = L(rg, vu(rs)) + v,
wiec
L(rg,p(rp)) > L(rs, u(rs)) +v — p.

Obierzmy $cisle malejacy zbiezny do zera ciag (5, )nen liczb spelniajacych (4.5) oraz odpowia-
dajacy mu ciag (rg, Jnen. Zauwazmy, ze funkcja 3 — rg jest rosnaca, gdyz dla £y > 2 mamy

©(t) > i (t) + f1 = @u(t) + Pa.

Zatem ciag (73, )nen, ktorego wyrazy naleza do przedziatu (tg,Tp), jest malejacy i jako ograni-
czony z dolu jest zbiezny do pewnego r € [tg,Tp). Na podstawie pierwszej cze$ci dowodu, dla
wszystkich n € N mamy

w(rﬁn) = @V(Tﬁn) + 6” oraz L(r/@'nJ ¢(rﬁn)) > L(rﬂ’nJ (PV(T,BTL)) + V= :u‘

Przechodzac w tych zwiazkach z n — 400 otrzymujemy

p(r) =y(r) oraz L(r,e(r)) > L(r,u(r)) + v —p,
a wiec pu > v. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi prawdziwosci tezy. O

Jezeli w powyzszym twierdzeniu zamiast rozwigzan maksymalnych zagadnienia poczatkowe-
go (4.1), rozwazaliby$my rozwigzania maksymalne zagadnienia:

¢'(t) = Lt (1),  o(to) =,
to jak pokazuje nastepujacy przyklad, Twierdzenie 4.2 nie zachodzitoby.
Przyktad 4.2. Niech I = (—1,2), to = 01y = 1. Zdefiniujmy L: I x R — R jako L(t,z) = =
i rozpatrzmy zagadnienie Cauchy’ego postaci
ft)=e(t),  @0)=r. (4.7)

Wtedy dla dowolnego v € (0, 1], rozwiazaniem maksymalnym zagadnienia (4.7)q,,) jest funkcja
ou(t) = vel, a przedzial [tg,t1) pokrywa sie z przedzialem [0,2). Obierzmy Ty = 1 oraz p = %
i zdefiniujmy ¢: [0,1) — [0, +00) wzorem ¢(t) =t + 1. Jak latwo zauwazy¢

©(0) < % oraz A" p(t) =1 < L(t, o(t)) +% dlat € [0,1).

o1
Ale dla v = 100 istnieje t* € (0,1) takie, ze p(t*) > ¢, (t*), gdyz

51 3 5l 3 51 272 141

1
0) — 0, (0) = = — 2= <0 Do, (1) =2 2220 20222 o
#(0) = @(0) =5 = 155 <0 oraz (1) —@u(l) =5 = J05€> 5 = 06" 700 = 1250 =
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Zanim przystapimy do sformulowania nastepnego twierdzenia, bedacego pewnym uogolnie-
niem poprzedniego wyniku, poczynimy kilka wstepnych uwag.
Niech Ty € [to, t). Rozpatrzmy zbiér B postaci

B = {5}, € [to,Tp) : k € Ng, so =to, s; <sjdlai < joraz s — Tp gdy k — +oo}.

Jezeli funkcja ¢: [to, Th) — [0, +00) spelnia warunek Lipschitza na kazdym przedziale [sg, sg11)
(dla k € Ny), to dla kazdego k € Ny istnieje granica:

P(sk41 —0) = lim p(t).

t—>sk+1

Istotnie, niech (t,)neny bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach ze zbioru [sg,skt1) (K € No)
zbieznym do siy1. Wtedy korzystajac z lipschitzowskosci (ze stala Lj) funkcji ¢ na przedziale
[Sk, Sk+1), Otrzymujemy

[o(tn) — ©(tm)| < Li|tn — tm] dla n,m € N, (4.8)

a zatem ciag (cp(tn))neN jest ciagiem Cauchy’ego. Jest wiec zbiezny w R. Z (4.8) wynika réwniez,
ze dla dwoch ciagéw (t,)nen, (Tn)nen 0 wyrazach nalezacych do przedzialu [sy, sgp11) zbieznych
do sy, ciagi (¢(tn)), oy 013z (#(70)), o 52 zbiezne do wspélnej granicy. Dowodzi to istnienia
granicy ¢(sg+1 — 0) dla k € Ng. W zwiazku z tym dla k € Ny istnieje réwniez granica

Q7 p(sk41) = limsup[p(t) — p(sk+1)] = @(sk41 — 0) — @(sk41)-

t—>s,:+1
Dla prostoty zapisu Twierdzenia 4.3 oznaczmy

& = Sup Sp(t)a C(E) = A(Lv [t07T0] X [07 2&],5), g = %min {:u’ a,c (%)} )
to<t<Tp

przy czym nalezy nadmienié, iz symbole te nabiorg znaczenia dopiero ponizej.
Twierdzenie 4.3. Niech dany bedzie zbior B postaci:
B = {sy, € [to,To) : k € Ng, sg =to, si <5 dlai < j oraz sp — Ty gdy k — 400} .

Niech I = (a,b) bedzie przedzialem otwartym na prostej rzeczywistej, a L: I x R — R odwzoro-
waniem cigglym. Ustalmy Ty € [to, t) oraz p € (0,7) i zaldzmy, Ze funkcja ¢: [to, Tp) — [0, +00)
spetnia warunki:

a) @ jest ograniczona na [ty, Tp);

b jest lipschitzowska na kazdym przedziale [sk, sky+1) dla k € No;

)
) ¢
c) p(to) <
d) A=p(t) < L(t, ©(t)) + o dla prawie wszystkich t € (to,Tp);

e) p=232919 w(sk)| = X5 w(sk = 0) — p(sp)| < o

Witedy ¢(t) < v, (t) dla wszystkich v € (u,vy) oraz to < t < Tp.
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Dowdéd. Poniewaz ¢ jest ograniczona na przedziale [ty, Tp), wiec a < 400. Bez straty ogdlnosci
mozemy przyjaé, iz a > 0.
Zdefiniujmy funkcje ¢: [to, Tp) — [0, +00) wzorem:

o(t)+p dla tg = sg <t < sq,
o(t) + p+ Q2 ¢(s1) dla 51 <t < s9,
)+ p+ Q2 w(s1) + QL p(s2) dla sp <t < s3,

o) +p+ 21 Q p(sk) dla s, <t < Spt1,

Naszym celem bedzie pokazanie, ze funkcja 1 (t) spelnia zalozenia Twierdzenia 4.2. Na poczatek
zauwazmy, iz funkcja 1(t) jest ciagla na przedziale swojego istnienia. Poniewaz wewnatrz kazdego
przedzialu (sg, sky1) ciagloéé ¢ (t) wynika z ciaglosci p(t), wystarczy zatem sprawdzié¢ ciagloéé
na krancach przedziatow. Ciagloéc w punkcie sg = tg jest oczywista. Poniewaz

k k
im 9(t) = Tim [0(t) + 2+ D07 0(si)] = @lspr1 —0) + p+ > 7 (sy)
k41 k41 i=1 i=1
k41
= p+@(ser1) + Y @(si) = d(sk1),

=1

wiec 1 jest ciagla w punkcie spyq dla k& € Ny. (W przypadku, gdy & = 0 przyjmujemy, ze
9 9 p(s;) = 0.) Tym samym funkcja 1 jest ciagla na przedziale okreslonoéci. Pokazemy, ze
¥ (t) jest lokalnie lipschitzowska na przedziale [to, Tp) (por. Def. 1.7). Przez Ly oznaczmy stala

Lipschitza dla funkcji ¢ na przedziale [s, si+1) dla k € Ny. Poniewaz dla x,y € [sg, Sx41) mamy

k

k
(@) = p()] = (@) + p+ Y Q0 e(si) = e(y) = p— Y. Q)

=1 i=1

= |p(x) — o(y)| < Li|z —yl,

wiec v, jako funkcja ciagla, spetnia warunek Lipschitza na kazdym z przedzialéw domknietych
[sk, sk+1] dla k € Ny (z odpowiednia stala Ly).

Jezeli yo € [to,Tp), to Yo € [Sk,Sk+1) dla pewnego k € Ny. Jesli yo € (sk,Sky1) lub
Yo = So, to funkcja 1) spelnia warunek Lipschitza ze stala Lj lub Ly, odpowiednio, na pewnym
otoczeniu punktu yg. Jesli natomiast yg = si oraz yo # So, to znaczy k > 1, wowczas potézmy
ro = %min{skﬂ — Sk, Sk — Sk—1} oraz L = Ly_1 + Ly. Dla z,y € Br(yo,70) mozna wyrdznié¢ trzy
przypadki (dla k& > 1):

(i) =,y € [Sk—1,5k):
(i) z,y € [sk, Sk+1);
(i) = € [Sk—1,Sk), & Y € [Sky Sk+1)-

Zajmiemy sie jedynie przypadkiem (iii), gdyz w dwdch pierwszych nalezy rozumowaé analogicznie
jak powyzej. A wiec dla x € [sg_1, si) oraz y € [sg, Sg4+1) mamy:

() = ¥(y)| < [v(@) = ¥(si)| + [v(sk) — YY) < Li-1(sk — ) + Li(y — sx) < Llz —y|.

Pokazali$émy tym samym, iz funkcja 1 jest lokalnie lipschitzowska na przedziale [tg, Tp).
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Na podstawie zalozen oraz definicji funkcji ¢ otrzymujemy:
0<o(t) <yY(t) <et)+2p<p(t)+20 dlaty<t<Tp (4.9)

oraz
Y(to) = p(to) +p < 20 < pu.
Stad z (4.9) oraz definicji liczby o dla t € [tg, Tp) mamy
(1), ¥(t) €10,2q]

oraz

A zatem, z uwagi na Przyklad 3.4 dla dowlonego ¢ € [ty, Ty) bedzie:

IL(t,9(t) — L(t, o(t))| <

)
1
S

co w polaczeniu z faktem, iz dla t # si (k € Np)

A7(t) = limsup wls) =) _ lim sup pls) = elt) _ A" (),

s—t~ s—t s—t~ s—1

prowadzi do nastepujacej nieréwnosci:
_ _ 1
A~p(t) = A p(t) < L(t, (1) + o < L(t,(t)) + o + Sh < L(t,9(t)) + p

Tym samym zalozenia Twierdzenia 4.2 dla funkcji ¢(t) sa spelnione, wiec dla kazdego v € (u, )
oraz tg < t < Tp mamy ¢(t) < ¥(t) < o, (t). O
Uwagi

Definicja 4.1, a takze Twierdzenia 4.1-4.3 pochodza z [30]. Dowody Twierdzen 4.1 i 4.2 zaprezentowane
w niniejszej pracy sa jednakze nieco zmodyfikowane z uwagi na drobne bledy w [30]. Mianowicie, w miejsce
zagadnienia (4.1), rozwazane jest zagadnienie postaci

@' (1) = L(t, (1)), plto) = -

Wtedy jednak teza Twierdzenia 4.2 nie zachodzi (por. Prz. 4.2).



Rozdziatl 5

Rozwigzania przyblizone

Niech X bedzie przestrzenia Banacha, D niepustym podzbiorem X, natomiast (¢},3) C R nie-
pustym przedzialem otwartym; dopuszczamy takze mozliwosé ty = —oco oraz t3 = +o0. Niniejszy
rozdzial w calosci poswiecony bedzie rozwazaniom zwiazanym z przyblizonymi rozwigzaniami
zagadnienia Cauchy’ego

{ 2/ (t) = f(t,z(t)), (5.1)

x(to) = wo,

gdzie f: (t5,t3) x D — X jest funkcja ciagla, to € (t},13), a xo € D. (Poczawszy od tego
miejsca, symbole ty oraz g beda wystepowaé zawsze tylko w znaczeniu, w ktérym wystepuja
w powyzszym zagadnieniu poczatkowym.) Zanim jednak przystapimy do konstrukeji rozwigzan
przyblizonych (Paragraf 5.2) zajmiemy sie tzw. zasada maksymalnosci.

5.1 Zasada maksymalnos$ci

Niech P bedzie zbiorem, w ktérym wprowadzono relacje czeSciowego porzadku =, tzn. dla
dowolnych p, w,r € P spelnione sa warunki:

(i) p<p;
(ii) jeslip < qoraz g X r, to p < 7}
(iii) jesli p < q oraz ¢ < p, to p = q.
Dla dowolnego podzbioru R C P i p,q € R takich, ze p < q oznaczmy:
R(p,x)={z€R:p=x =z} oraz R(p,q)={z€R:p=s2<4q}.

Definicja 5.1. Podzbiér C' C P nazywamy catkowicie uporzgdkowanym lub {ancuchem, gdy dla
dowolnych p,q € C p < qlub q < p.

Definicja 5.2. Ciag (pp)nen 0 wyrazach nalezacych do zbioru P nazywamy ($cisle) monoto-
nicznym, gdy (p; < pj) pi < pj dlai < j (p; < pj oznacza p; < pj oraz p; # pj).

Definicja 5.3. Podzbiér R C P nazywamy silnie porzgdkowo zwartym, gdy dla kazdego ciagu
monotonicznego (pn)neny 0 wyrazach ze zbioru R znajdziemy podciag (pn, )ken, oraz element
q € R o wlasnosciach: p,, — ¢ dla k — 400 i p, < ¢ dla wszystkich n € N.

37
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Definicja 5.4. Element m € P nazywamy maksymalnym w P, gdy dla kazdegope Pzm < p
wynika m = p.

Definicja 5.5. Element ¢ € P nazywamy ograniczeniem gornym zbioru R C P, gdy p < ¢ dla
kazdego p € R.

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie zwane zasada maksymalnosci. W dowodzie sko-
rzystamy z Lematu Kuratowskiego—Zorna, ktéry zacytujemy bez dowodu.

Lemat 5.1 (Kuratowski-Zorn). Niech P bedzie zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym przez re-
lacje <. Jezeli kazdy lavicuch C' C P posiada ograniczenie gorne w P, to w zbiorze P istnieje
element maksymalny. W szczegélnosci, dla dowolnego p € P 1istnieje taki element maksymalny
qge P, zep=<yq.

Twierdzenie 5.1 (Zasada maksymalnosci). Niech (P,d, <) bedzie przestrzeniq metryczng, w ktd-
rej wprowadzono relacje czesciowego porzgdku < i niech R bedzie silnie porzgdkowo zwartym
podzbiorem P. Wtedy dla kazdego p € R istnieje taki element maksymalny ¢ w R, Ze p <X q.

Dowdd. Niech C' bedzie dowolnym niepustym tancuchem w R. Pokazemy, ze C' jest ograniczony
z gory, a wiec na mocy Lematu Kuratowskiego—Zorna, w R bedzie istnial element maksymalny
o zadanych wlasnoéciach.

Krok 1. Wykazemy prawdziwos¢ ponizszego warunku:
Ve>03Ip=pe) eCVqreC p=xqg=xr=dist(q,C(r,x)) <e. (5.2)

Przypu$émy, ze (5.2) nie zachodzi. Niech ¢ > 0 bedzie liczba, ktérej istnienie gwarantuje
zaprzeczenie warunku (5.2). Dla u; € C znajdziemy elementy v, w; € C takie, ze

UL < U < Wy oraz dist(v1, C(w1, <)) > €.

Zauwazmy, iz tak naprawde zachodzi u; < v; < wy, gdyz w przeciwnym przypadku byloby
dist (v1, C(w1, %)) = 0. Analogicznie dla us = wy znajdziemy vo, wo € C, by

Uy < Vg < Wo oraz dist(ve, C(we, %)) > €.

Kontynuujac opisany powyzej proces, otrzymujemy sci$le monotoniczny ciag (v, )nen taki, ze
d(vp,vy) > € dlan,m € N, m > n. Poniewaz (v,)nen nie posiada zadnego podciagu zbieznego,
wiec zbiér R nie moze by¢ silnie porzadkowo zwarty. Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi prawdzi-
wosci warunku (5.2).

Krok 2. Skonstruujemy ciag monotoniczny (py)nen 0 wyrazach ze zbioru C spelniajacy warunek

1 n
VgreC p,<qg=<xr = dist(q, C(r, %)) < (2) (5.3)
Z (5.2) dla e = % znajdziemy takie p1, ze dla wszystkich ¢,r € C jedli tylko p1 < ¢ < 7,

to dist(¢,C(r x)) < 2~1. Zalézmy, ze udalo sie nam skonstruowaé pierwsze n wyrazéw ciagu

Pn)nen, ktére spelniaja warunek (5.3). Wtedy z (5.2) dla ¢ = 2=+ znajdziemy p € C takie,
q

ze dla dowolnych ¢,r € C jedli p < ¢ < r, to dist(q, C(r, %)) < 2~ (1) Wyraz p,41 definiujemy

jako: pp+1 = max{p,p1,p2,...,pn}. (Oczywiscie maksimum elementéw p,p1,pe, ..., p, istnieje,

gdyz C jest tancuchem.)
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Krok 3. Skonstruujemy monotoniczny ciag (gn)neny 0 wyrazach ze zbioru C, bedacy zarazem
ciagiem Cauchy’ego. Wybierzmy ¢1 € C(p1,p2), gdzie (pn)nen jest ciagiem z Kroku 2. Dzie-
ki (5.3) znajdziemy element go € C(pa, <), dla ktérego d(q1,q2) < 27 1. (Wystarczy zastosowaé
warunek (5.3) z ¢ = ¢ oraz r = py). Jedli istnieje takie n3 € N, Ze g2 < pns, to z warunku
P2 <X g2 <X Pngy Wynika, iz znajdziemy g3 € C(pn,, <) oddalone od g2 o mniej niz 27"3. Poniewaz
ng > 3, wiec dla prostoty mozemy zalozyé¢, iz ng = 3. Gdyby jednak p, < g2 dla wszystkich
n € N, to jako nasz ciag (¢n)neny Wybieramy ciag staly, ktérego wyrazy sa réwne go. Kontynuujac
powyzszy proces, otrzymamy (zar6wno w pierwszym, jak i w drugim przypadku) monotoniczny

ciag (qn)nen spelniajacy:

1 n
d(Gn, qn+1) < (2> dlan € N. (5.4)

W $wietle (5.4) stwierdzamy, ze (gn)nen jest ciagiem Cauchy’ego w C, a wiec na podstawie
zalozenia znajdziemy taki element v € R, ze ¢, — u, gdy n — 400 oraz ¢, < u dlan € N.

Krok /J. Pokazemy, ze C jest ograniczony z géry. Niech (g, )nen bedzie ciagiem skonstruowanym
w Kroku 3. Obierzmy dowolny s € C. Gdyby s < ¢, dla pewnego n € N, to s < u, a wiec tancuch
C bylby ograniczony. Mozemy zatem zalozy¢, ze g, < s dla wszystkich n € N.

Skonstruujemy obecnie ciag monotoniczny (s,)nen 0 wyrazach ze zbioru C(s, <) spelniajacy
warunek

1 n
d(gn, sn) < (2> dlan € N. (5.5)

Z (5.3)dlan=1,q=q,r = s znajdziemy takie s; € C(s,<), ze d(q1,s1) < 271. Zalézmy, ze
mamy juz pierwsze k wyrazéw ciagu (sp)nen. Wtedy dla n =k +1, ¢ = qg11, 7 = Sk z uwagi na
Krok 3 oraz warunek (5.3) znajdziemy takie § € C(s, <), ze d(qry1,5) < 2~ D, Jako wyraz
k 4+ 1 obieramy sgy+1 = 3.

Poniewaz z (5.5) s, — u, gdy n — 400, to z zalozenia silnej porzadkowej zwartosci zbioru R
mamy s, < u dla n € N. W szczegdlnodci: s X u.

Dowiedliémy, iz dowolny tancuch C C R ma ograniczenie gorne, a wigc na mocy Lematu
Kuratowskiego—Zorna (Lem. 5.1) dla dowolnego p € R istnieje element maksymalny w ¢ € R
taki, ze p < q. O

Przyklad 5.1. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna, a ¢: X — R dowolna funkcja.
Zdefiniujmy relacje
vy = dzy) <elr)—e(y)

Latwo sprawdzié¢, iz wprowadzona relacja jest czedciowym porzadkiem. Przestrzen metryczna
(X,d), w ktérej wprowadzono czeSciowy porzadek zdefiniowany powyzej bedziemy oznaczaé
przez Xo.

Zalézmy, ze (X, d) jest przestrzenia metryczna zupelna, a funkcja ¢ jest pélciagla z dotu oraz
ograniczona z dotu na X, powiedzmy m < ¢(z) dla kazdego = € X. Pokazemy, iz zbiér X jest
silnie porzadkowo zwarty. Wybierzmy ciag monotoniczny (2, )nen 0 wyrazach nalezacych do X.
Wtedy dla dowolnego n € N

n n

Yo dlwi witn) <Y [p(@) — p(ir1)] = p(@1) = @(nt1) < p(a1) —m.
i=1 =1
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Stad Y72, d(x;, wiv1) < +00, a wiec (zp)nen jest ciagiem Cauchy’ego i jako taki jest zbiezny do
pewnego elementu & € X. Poniewaz x,, < x,, dla n < m, to ¢(xy) < ¢(x,) — d(n, Tm), czyli
przechodzac z m do nieskonczonodci, z uwagi na pélciagtosé z dotu funkceji ¢, otrzymujemy

(@) <liminfo(zm) < e(@n) = d(zn, 7).
Czyli dla kazdego n € N
d(@n, T) < p(an) —p(T) = @ <T

Na mocy Twierdzenia 5.1, dla dowolnego x € X, istnieje element maksymalny T w X, taki, ze
r < z. Tym samym udowodnilidmy Twierdzenie Brgndsteda, ktére cytujemy ponizej.

Twierdzenie 5.2 (Brgndsted). Niech (X,d) bedzie przestrzeniq metryczng zupelng, a ¢: X — R
funkcjq pétciggle z dotu oraz ograniczong z dotu na X. Wtedy dla dowolnego x € X, istnieje co
najmniej jeden element maksymalny T w X, taki, ze v X 7.

Zauwazmy, iz Twierdzenie 5.2, a wiec takze Twierdzenie 5.1 prowadzi do nastepujacego
Twierdzenia Caristi o punkcie statym.

Twierdzenie 5.3 (Caristi). Niech (X,d) bedzie przestrzeniq metryczng zupelng, a ¢: X — R
funkcjq polciggle z dotu oraz ograniczong z dotu na X. Niech g: X — X bedzie funkcjq takg, Ze
d(z,g(x)) < p(x) — p(9(x)) dla wszystkich x € X. Wtedy g ma przynagmniej jeden punkt staly.

Dowdd. Rozwazmy zbior czesciowo uporzadkowany X,,. Niech 7 € X, bedzie elementem maksy-
malnym w zbiorze X,. (Element taki istnieje na mocy Twierdzenia 5.2, badZ Twierdzenia 5.1.)
Poniewaz d(Z, g(T)) < ¢(T) — ¢(9(T)), wiec T < ¢(T) w X,,. Z maksymalnosci T wnosimy, iz
z = g(7). O

5.2 Twierdzenie o aproksymacji

Niniejszy paragraf, ktorego gtéwnym wynikiem jest twierdzenie o istnieniu weztéw dla rozwigzan
e—przyblizonych, zaczniemy od nastepujacej definicji.

Definicja 5.6. Podzbiér D przestrzeni unormowanej X nazywamy lokalnie domknietym, gdy dla
dowolnego = € D, istnieje taki promien r = r(x) > 0, ze Bx(x,r) N D jest zbiorem domknietym
w X.

Uwaga 5.1. Oczywiscie kazdy zbiér domkniety w przestrzeni unormowanej jest lokalnie do-
mkniety w tej przestrzeni.

Uwaga 5.2. Kazdy zbiér otwarty D w przestrzeni unormowanej X jest lokalnie domkniety.
Istotnie, niech z € D wtedy z otwartosci zbioru D istnieje takie r; > 0, ze Kx(z,71) C D, a wiec
takze By (z, %rl) C Kx(z,r1) C D. Oznaczajac r = %7’1 mamy: D N Bx(z,r) = Bx(z,7), co
dowodzi lokalnej domknietosci zbioru D.

Przyktad 5.2. Rozwazmy X = R? z norma euklidesows. Rozpatrzmy zbiér:
D= {(pcos@,psin@) € R%: pc[0,1] oraz 6 € (0, %)}

Pokazemy, ze D nie jest lokalnie domkniety. Niech O = (0,0) € D, a r > 0 bedzie dowolne.
Uzasadnimy, ze zbiér D N Brz(O,7) nie jest zbiorem domknigtym w R2. Rozpatrzymy w tym



5. ROZWIAZANIA PRZYBLIZONE 41

celu dwa przypadki: » > 1 albo r < 1. W pierwszym przypadku mamy: D N Bg2(O,r) = D,
jednak D nie jest zbiorem domknietym. W drugim mamy natomiast: D N Br2(O,r) = rD.
Istotnie, niech (z,y) € DN Bg2(0,7), a wiec 0(z,y) € (0,%) oraz p(x,y) < r. Zatem (z,y) € rD.
Jesli (z,y) € rD, to §(z,y) € (0,%), a p(z,y) <7 < 1. Cayli (z,y) € D oraz (z,y) € Bg2(O, ).
Jednakze zbiér rD nie jest domkniety.

Przyktad 5.3. Rozwazmy przestrzen C[—1,1] funkcji ciaglych na przedziale [—1,1] o warto-
Sciach rzeczywistych oraz zbiér

A={feC[-1,1]: f(0) =0}.
Jak latwo zauwazy¢ zbior A jest domkniety jesli rozwazymy topologie wyznaczong przez norme

supremalna || f||,, = sup,e[—1,1]|f(2)|. Pokazemy, ze A nie jest lokalnie domkniety, gdy topologia
bedzie zadana przez norme catkowa

Il = [ 15l

W tym celu dla dowolnego r > 0 wprowadZmy oznaczenia:

N3

B, ={feCl-L1]:|fll,<r} oraz fr ,
a ponadto rozpatrzmy ciag funkcji ciaglych f/: [—1,1] — R, gdzie n € N, ktérego wyraz ogdlny
dany jest wzorem

1
—nr|z| dla z € [-1/n,1/n],
r 2
5" dla z € (—o0,—1/n) U (1/n,+00).
Wtedy f;, € AN B, oraz | f;, — fr|l; — 0, gdy n — +o00, jednakze f, ¢ AN B,. Tym samym
dowiedli$my, iz dla dowolnego r > 0 zbiér A N B, nie jest domkniety, gdy rozwazamy topologie
pochodzacg od normy catkowej, a wiec zbiér A nie jest lokalnie domkniety wzgledem tej topologii.

Rozwazmy zagadnienie Cauchy’ego (5.1). Jesli zalozymy, ze zbiér D jest lokalnie domknigty,
to przez Dy mozemy oznaczy¢ zbiér domkniety, bedacy przekrojem D oraz kuli o Srodku
w punkcie xg i promieniu ro > 0 (por. Def. 5.6). Ustalmy t € (tg,t3). Poniewaz funkcja f(t,z)
jest ciagla, to znajdziemy takie otoczenia punktéw ty oraz xp, mianowicie Uy, i U,,, ze dla
pewnego M > 0

lf(t,z)]| < M dla t € Uy, oraz z¢ € Uy,.

Zmniejszajac (w razie potrzeby) promien 7o, a takze liczbe t§ — to, mozemy zakladaé, ze
[to,té] C Uto i Bx(x(),?“()) C Uaxo

oraz 1
T
0 <«

th —to <

W dalszej czesci niniejszej pracy przez F': R x X — X bedziemy oznaczaé funkcje ciagta
bedaca przedtuzeniem f ‘[to,tE;]X D, Postulowane przedluzenie istnieje na mocy Twierdzenia 1.8.
Zbierzmy powyzsze rozwazania jako:
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Zalozenia
OGOLNE: )
[lim, < dist(z + Af(t,2),D) = 0 dla (¢,x) € (t),t3) x D, (01)
D jest zbiorem lokalnie domknietym w przestrzeni Banacha X, (02)
SZCZEGOLOWE:
Doy = D N Bx(xo,70) jest zbiorem domknietym w X, (S1)
|F(t,z)|| < M dla wszystkich (¢, x) € [to, t5] X Bx(xo,r0), (S2)
* To 1
ty —to < <5
070N M1 T2 (53)

Uwaga 5.3. Zauwazmy, iz warunek (O1) jest zawsze speliony dla punktéw (t,x) € (t§,t3) x D
takich, ze x € Int D. Istotnie, niech promien p > 0 bedzie taki, ze Bx(x,p) C D. Wtedy dla

0 <A <p([ft,x)] + 1)_1 mamy = + Af(t,z) € Bx(z,p) C D, czyli dist(x + Af(¢,z), D) = 0.

Majac na uwadze prostote zapisu, wprowadzmy nastepujace oznaczenie; dla dowolnej pary

(p,w) € [to, ) x Do niech

Z(p,w) = {(t.2) € [to,t3) x Do:p <t <ty i llz—wl < (M+1)(t—p)}.

(5.6)

Twierdzenie 5.4. Niech Zalozenia Ogolne oraz ZalozZenia Szczegolowe bedg spetnione. Wiedy

dla (t,x) € Z(tg, xo) nastepujgce warunki sg réwnowazne:
a) limy_,o+ %dist(ac + Mf(t,z),D) = 0;
b) limy_ o+ %dist(x + Af(t,x),Dg) = 0;
c) limy_,g+ %dist [:L’ + Af(t,x), Do N Bx (z, (M + 1)>\)} =0.
Dowdd. Poniewaz dla kazdego x € Dg oraz A > 0 prawdziwe sg zawierania

Dy ﬁBx($, (M—|— 1))\) Cc Dy CD,

wiec

dist(z + Af(t, @), D) < dist(z + Af(t,2), Do) < dist | + Af(t,x), Do N Bx (z, (M +1))].

A zatem implikacje ¢) = b) oraz b) = a) sa oczywiste. Pozostaje udowodnié¢ implikacje a) = ¢).
W tym celu wybierzmy dowolny (¢, x) € Z(tg, x¢) i zalézmy, ze warunek a) zachodzi. Wtedy dla

dowolnego ¢ € (0, 1], z definicji granicy, znajdziemy A(e), takie, ze

1
Xdist(:r—l—)\f(t,x),D) <e dla0<\<\e).

(5.7)

Oczywiscie mozemy zakltadaé, iz A(e) lezy w przedziale (0, t§—t). Przepisujac wzor (5.7) w postaci

1
X;g£||x+)\f(t,x)—y|]<6 dla0 < X < A(e)
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stwierdzamy, ze dla kazdego A € (0, A(¢)) istnieje z(\) € D, dla ktérego zachodzi nier6wnosé
1
X |z + Af(t,x) —x(N)] < e. (5.8)
Sprawdzimy, iz tak naprawde z:()\) nalezy do zbioru Dy N Bx (z, (M + 1)\). Poniewaz
|z —axN)| < |lz+ Af(t,x) —z(N)]| + At x)]] < Ae + MA<ANM +1), (5.9)
wiec z(\) € Bx (z, (M + 1))). Ponadto, z zalozen oraz (5.9), otrzymujemy
[2(A) = zoll <l —z(M + llz = zoll < (M + 1A+ (M + 1)(t —to) < (M +1)(t — to) <10,
czyli ©(\) € Bx(z0,70). Dowiedli$my wiec, ze 2(\) € Do N Bx (z, (M + 1)), co w $wietle (5.8)

oznacza, iz dla kazdego A € (0, A(¢))

%dist |2+ Af(t,2), Do N Bx(z, (M +1)))] <.

Z dowolnosci € stwierdzamy, ze warunek c) zachodzi. O

A oto wspominane juz kilkakrotnie twierdzenie odgrywajace kluczowa role w definiowaniu
rozwigzan przyblizonych.

Twierdzenie 5.5 (O aproksymacji). Rozpatrzmy zagadnienie Cauchy’ego (5.1) i przyjmijmy, Ze
Zalozenia Ogdlne oraz ZalozZenia Szczegolowe sq spelnione. Niech Ty € (to,t§) oraze € (0,1] bedq
ustalone. Wtedy istnieje uklad (cigg) wezlow e-przyblizonych odpowiadajgcych zagadnieniu (5.1),
tj. istniejq:

a) Scisle rosnqcy cigg (t;)ien, 0 wyrazach nalezgcych do przedzialu [to, Ty), zbiezny do punktu
Ty, gdy i — +o0;

b) cigg (zi)ien, 0 wyrazach nalezqych do zbioru Do;
takie, ze dla kazdego indeksu i € Ny:
(1) tiv1 —ti <
(i) [lzi = i1 + (ipr — ) f (o, o) | < e(tir — ta);
(iti) dla dowolnych punktéw (11, 2M), (t@) 2?) € R x X takich, ze tW t?) € [t;,t;11] oraz
zW, 23 e By (zi, (M + 1)(tis1 — ;) zachodzi

[0, 20) — P2, 22| <2<

Zanim przystapimy do dowodu, poczynimy uwage.

Uwaga 5.4. Powyzsze twierdzenie postuluje istnienie ciagu par (t;,x;), ktére stanowié¢ beda
wierzchotki krzywej tamanej przyblizajacej rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego (5.1). Jest to
wiec nic innego, jak proba przeniesienia metody krzywych tamanych, stosowanej w dowodzie
Twierdzenia Peano na przypadek nieskonczenie wymiarowych przestrzeni Banacha.
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Dowdd. Dowdd przeprowadzimy za pomoca indukcji zupelnej. Jako zerowy wyraz ciagu obierzmy
(to, o) 1 zalézmy, ze ciag skonczony {(t;,z;) : 0 < j < i}, gdzie i > 0, zostal skonstruowany tak,
by spelnial warunki (i)-(iii) az do indeksu (i — 1) wlacznie oraz by t; < Ty. W przypadku, gdy
i = 0, zakltadamy, iz warunki (i)—(iii) sa spelnione. Oznaczmy

1

0; = M1 min{e, Ty — t;, A(F, 3¢, t;,2:)}, tiv1 =1t +0; (5.10)

i rozwazmy zbiér
Z(titipr, i) ={(t,x) € Z(t;,z;) : t; <t <tipa}.

Wykazemy, ze relacja < zdefiniowana nastepujaco
(t,x) X (s,y) <= |lx—y+ (s—t)f(ti,x;)|]| <e(s—t) oraz t<s.

jest relacja cze$ciowego porzadku w zbiorze Z(t;, tit1,x;). W tym celu wybierzmy dowolne punkty
(15,&) € Z(ti,tig1,24), gdzie j = 1,2,3. Oczywiscie (11,&1) < (71,&1). Zalézmy nastepnie, ze
(11,&1) < (72,&2) oraz (12,&2) < (73,€3). Wtedy

1€ — &+ (73 — ) f(ti, @) | < [[§1 — 2 + (72 — 70) f(ti, ) | + [[§2 — &3 + (73 — 72) f(ti, 74) |

e(r3 —71)

oraz oczywiscie 71 < T2 < T3, czyli (11,&1) < (73,&3). Ostatecznie, jesli (11,&1) < (m2,&2) oraz
(12,&2) < (71,&1), co jest rbwnowazne nieréwnosciom:

161 — &a 4 (T2 — 1) f (i, w0)|| < e(m2 — 1), T1 < T2, Tp < 71,

to tatwo otrzymujemy, iz 71 = 79 i w konsekwencji &1 = &. Tym samym dowdd faktu, iz relacja <
jest cze$ciowym porzadkiem w Z(t;,t;11, ;) mozemy uznaé za zakonczony.

Obecnie wykazemy, ze zbior Z(t;, ti+1, ;) jest silnie porzadkowo zwarty. W tym celu wybierz-
my dowolny ciag monotoniczny ((7n,&n)),, oy © Wyrazach z Z(t;, tit1, ;).

Poniewaz 7, < Tp+1 < ti+1 dla wszystkich n € N, wiec ciag (7,,)nen jako rosnacy i ograniczony
z gory jest zbiezny do pewnego 7 < ti41.

Niech n > 0 bedzie dowolne. Ze zbieznoéci ciagu (7,)nen znajdziemy takie ng € N, by dla
m > n > ng zachodzila nieréwno$é

n
170 =Tl < 37
Wtedy dla m >n > ng z uwagi na monotonicznosé¢ ciagu ((7n,&n)),, oy mamy:
m—1
1€n = &mll < (7o — ) 1 f (tis i) | + D 1165 — Ejar + (1 — 75) f (Es, )|
j=n

(5.11)
m—
gM( _Tn Z Tj+1_Tj <,

a zatem ((7y,, {n))neN jest ciagiem Cauchy’ego w [t;, ti+1]x Do. Stad istnieje granica (7, ) nalezaca
do zbioru [t;,t;y1] X Do. Poniewaz (7,,&,) € Z(ti, tiy1,x;) dla wszystkich n € N, wiec

”é-n_sz < (M-f—l)(Tn—tl) oraz ti < Tn < Tit1, dla n € N.
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Przechodzac granicznie w powyzszych zwiazkach z n — +oo, otrzymujemy
1€ —zi|| <K (M +1)(7 —t;)  oraz  t; <7 <tita,

co dowodzi, ze (7,&) € Z(t;, tiv1, ;).
Korzystajac z monotonicznosci ciagu ((7n,&n)), o dla m,n € N, m > n mamy:

Hgn —&m + (Tm - Tn)f(tuwz)H < E(Tm - Tn) oraz Tn < T
Stad przy ustalonym n oraz m — 400 dostajemy
Hgn &+ (T - Tn)f(tz’xz)n < 5(7— - Tn) oraz Tn ST,

a zatem (7,,&,) < (7,€) dla kazdego n € N. Tym samym wykazalidmy, iz zbiér Z(t;, t;+1,x;) jest
silnie porzadkowo zwarty.

Na mocy Twierdzenia 5.1 dla elementu (t;,x;) znajdziemy w zbiorze Z(t;,t;11,x;) taki
element maksymalny (t*, %), ze (t;, z;) < (t*,2%), tj.

o — ™ + (t° — ) f(ti, )| < e(t™ —t;) oraz t; <t (5.12)
Twierdzimy, ze t* = t;41. Przypusémy, iz jest inaczej, tzn. t* < t;41 (nie moze by¢ t* > t;41,

gdyz t* < tiy1). Zauwazmy najpierw, ze (t*,z*) € Z(to,xo). Istotnie, t* € [t;,tiv1] C [to,t]),
a ponadto

lwo = &l < llwi — 2™ + > l2j — w1l

< =) If G za)ll + |lzg — 2™ + (85 — &) f (i, 20) |

i—1 i—1
(5.13)
> (i = ) 1)+ D lwy — wjpn + (tia — ) f(tg, z5) |
=0 j—O
(¢)
S (M +e)(t" —t;) + (M +¢) Z j+1 = t5) < (M + 1)(t" —to),

gdzie nieréwno$é (¢) zachodzi na podstawie zalozenia (S2), zalozenia indukcyjnego oraz faktu,
iz (ti, z;) < (t*,2*). Stad na mocy Twierdzenia 5.4 mamy:

)\li%l Xdlst(az + Af(t*,2%), Do) = 0. (5.14)

Z drugiej strony, poniewaz (t*,x*) € Z(t;, ti+1,;), to

1

— ;| <0; <
# < M+1

A(F s€,ti, m;) < A(F se,ti, x;),

oraz

|lo* — | < (M +1)(t" —t;) < (M +1)6; < A(F 56, ti, T;).
W potaczeniu z Przyktadem 3.6, otrzymujemy

g,

| =

IF(E, ") = [t za)ll = 1P, ") — F(t, 2| <
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a zatem, korzystajac z lipschitzowskosci funkcji « — dist(x, Dg) (por. Prz. 1.1) mamy:
[dist (¢ + Af(",2"), Do) — dist(a” + Af(ti,20), Do) | < MIF(E,2") = f(ti20)]| < SAe.
Na mocy (5.14) otrzymujemy wiec nastepujaca nieréwnosé

1 1
limsup — dist(z* + M (ti, 24), Do) < =€ < e.
A0t A 2

Musi zatem istnie¢ X\ € (0,t;41 — t*) oraz & € Dq takie, ze ||[z* —x + Af(t;, z;)|| < Ae. Jedli
wybierzemy t € (t*,t;41), by A =t — t*, to otrzymamy |z* —x + (t — t*) f(t;, ;)| < e(t — t¥).
Poniewaz (t*,x*) € Z(t;, tiy1,x;), wiec

[ = zi|| <l — 27| + |27 — i
S (=) [[f (G )l + lo — 2% + (¢ = ) f (b, za) | + (M + 1) = 1)
Se(t—t")+ Mt —t)+ (M + 1)(t* —t;)
< (M 1)t 1),

co w polaczeniu z faktem, iz ¢t € (t*,t;41) C [ti, tir1] dowodzi, ze (t,z) € Z(t;, tiy1, ;).

Reasumujac, wykazaliSmy, ze (t*,2*) < (t,x) (bo t* # t) dla pewnego (¢,z) € Z(t;, tit1,xi),
co przeczy maksymalnosci elementu (¢*, 2*). Tym samym t* = t;;1. Kltadac ;41 = 2*, na mocy
definicji 0; oraz (5.12), stwierdzamy, iz warunki: (i) i (ii) zachodza takze dla i-tego indeksu.
Ponadto dla dowolnych punktéw (1), ¢ e [ti, tit1] oraz 1 23 e By (zi, (M + 1)(tig1 — 1)),
z uwagi na nieréwnosci (j = 1,2):

|7f(j) — tl’| < 91 < A(F, %8,751',331‘) i ||CC(J) — szH < (M-f- 1)@ < A(F, %g,ti,ﬂ?i),

otrzymujemy (por. Prz. 3.6)

€,

HF(t(l)Jﬂ(l)) _ F(t@)’x@))H < 5
a zatem réwniez i warunek (iii) zachodzi dla i-tego indeksu .
Zauwazmy, iz przedstawiony powyzej proces wybierania kolejnych elementow ciagu weztéw
e-przyblizonych odpowiadajacych zagadnieniu (5.1) moze by¢ kontynuowany w nieskonczonosé,
gdyz zwiazki
1
M+1

t; <Tjy oraz 0; < (To — ti),

prowadza do naste¢pujacego oszacowania

M 1

tiv1 =t +0; <t = t;
i+1 i+ 0; i+ M+1Z+M+1

(T() — tz‘) Ty < Tp. (515)

M+1

Na koniec wykazemy, iz t; — To, gdy i — +00. Po pierwsze zauwazmy, ze ciag ((t;,2)), €N
musi by¢ zbiezny do pewnego elementu (too, Zoo) € [to, To] X Do. Istotnie, z konstrukeji wynika, iz
ti < tiy1 < Tp dla i € Ny, a wige ciag (¢;)ien, ma granice to W [to, To]. Rozumujac analogicznie
jak w przypadku (5.13) dla wszystkich j > i otrzymujemy nieré6wnos¢ ||z; — x;|| < (M+1)(tj—t;),
a zatem ciag (z;)en, 0 elementach ze zbioru Dy jest ciagiem Cauchy’ego. Poniewaz zbiér Dy jest
domkniety w przestrzeni Banacha X, wiec musi istnie¢ element xo, € Dy taki, ze z; — T, gdy
1 — +o00.
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Po drugie: (too, Zoo) € Z(to, x0). Istotnie, raz jeszcze rozumujac analogicznie jak w przypadku
(5.13) dla x; w miejsce z* i t; w miejsce t* (i € Np), na mocy (5.15) mamy:
to <t <Tp <tg oraz |z — ol < (M +1)(t; — to),
czyli dazac z i do nieskonczonosci dostajemy:
to < too < T < tp oraz |Too — o] < (M 4 1)(too — to).
Przypusémy w koncu, iz too < Ty . Wtedy dla wszystkich ¢ € Ny prawdziwa jest nieréwnosé

To —t; > To — teo > 0. Ponadto, zwazywszy na poélciagltos¢ z dotu funkeji (¢,z) — A(F, %a,t,x)
(por. Prz. 3.6), mamy

liminf A(F, 1e,t;, ;) > A(F, 3¢, too, Too) > 0. (5.16)

1—00

Poniewaz minimum funkcji pélciaglych z dotu jest pélciagle z dotu (zob. [21] str. 60), wiec

o 1 .
hﬁg}lf 0; > Ml min{e, Ty — too, A(F, %E,too,:zoo)} >0,
lecz z drugiej strony
hm 01 = hm (ti+1 - tz') = too - too = 0. (517)
1—00 71— 00

Otrzymana sprzecznos¢ pokazuje, iz too = Tp. Tym samym twierdzenie zostato udowodnione. [J

Uwaga 5.5. Zmodyfikujmy powyzsza konstrukcje w nastepujacy sposéb. Zatézmy, ze dla wszyst-
kich indekséw az do (i — 1) wlacznie, ciag skonczony {(t;,z;) : 0 < j < i}, gdzie t; < Tp oraz
i > 0, spelnia warunki (i)-(iii). W przypadku, gdy ¢ = 0, zakladamy, iz warunki (i)-(iii) sa
spelnione. Potézmy:

0; = min{s,TD —t A(F, %€,ti,$i)}, tiv1 =t; + 0;. (518)

"M +1
Rozumujac identyczne jak poprzednio jako wyraz (¢;+1,2;+1) mozemy obraé element (¢*,x*)
(wprowadzony w dowodzie powyzej). Jak tatwo zauwazy¢, warunki (i)—(iii) beda wtedy spelnione
rowniez i dla i-tego indeksu.

Tym razem istnieje jednak takie j = j(e) € N, ze t; = Ty. Przypu$émy, iz powyzsze
stwierdzenie jest falszywe, tj. opisana konstrukcje (ze zmodyfikowanym 6;) mozna kontynuowaé
w nieskonczonosé. Otrzymujemy wtedy ciag ((tl,zzcz))Z eNg © wyrazach nalezacych do zbioru
Z(to, o) (por. (5.13)) zbiezny do pewnego (too, Too) € Z(to, o), gdzie too < Tp.

Gdyby te < Ty, to podobnie jak w poprzednim dowodzie, dochodzimy do sprzecznos¢.
Pozostaje wiec rozpatrzy¢ przypadek to, = Tpy. Poniewaz (por. (5.17)) lim;_,o 6; = 0, to istnieje
takie ig € N, ze 0; < ¢ dla wszystkich ¢ > ip. Ponadto dla wszystkich i € Ny zachodzi nieréwnosé
0; = tiv1 —t; < Tp—t;. W Swietle (5.18) dla i > ip mamy wiec
1

b=

A(Fa %6’ ts, xi)a
skad otrzymujemy:
liminf A(F, 3¢, t;, 2;) = lim (M +1)0; =0,

1—00 71— 00
co jednak przeczy warunkowi (por. (5.16))
liminf A(F, 1e,t;, 2;) > A(F, 3¢, too, Too) > 0.
71— 00
Reasumujac: zaleznie od definicji ; proces konstrukcji ciagu weztéw e-przyblizonych moze by¢
skonczony, badz nieskonczony.



5. ROZWIAZANIA PRZYBLIZONE

48

Dowdéd Twierdzenia 5.5 na podstawie [23] (Rozdzial 6, Paragraf 2). Jako zerowy wyraz konstru-
owanego ciagu obierzmy (o, xo). Zatézmy, iz udato sie nam skonstruowac {(t;,z;): 0 < j < i},
gdzie t; < Ty oraz i > 0 tak, by spelnione byly warunki (i)—(iii) dla wszystkich indekséw az do
indeksu (i — 1) wlacznie. W przypadku, gdy ¢ = 0 zakladamy, iz warunki (i)—(iii) sa spelnione.

Niech ©; oznacza zbiér dodatnich liczb 6 o wlasnoSciach:

1 .
1 min{e, Tp — t;},

A

1
diSt(.CL‘i + Qf(ti,:vz-), D) < 506,

HF(t(l)’x(l)) _ F(t(2>,:c<2>)H < %g’

(5.19)

(5.20)

(5.21)

gdzie warunek (5.21) zachodzi dla wszystkich par (1), zM), (+2) 2®?) € R x X takich,

ze tM 2 € [t t; 4 6] oraz (V23 € By (z, (M + 1)8).

Pokazemy, ze zbiér O; jest niepusty. Na podstawie zalozenia (O1) dla %5 istnieje takie 6(¢),

ze dla wszystkich 0 < 6 < 6(e) zachodzi nier6wnosé

diSt(CL‘i + ef(tl,l‘l),D) < fe.

N | =

Ponadto, z ciaglosci funkcji F(¢,2) w punkcie (¢;, z;), dla iz-: znajdziemy takie 6 > 0, ze

|ti —t| <doraz ||z;—zx|| < = ||F(t,x)— F(ti, ;)| < —e€.

FN-

Obierajac

0 < )

M+1
dla tM ¢ € [t;,¢; + 0] oraz 2, 2 € By (2, (M + 1)6) otrzymujemy:

HF(t(l),:p(l)) - F(t(2),x(2))H < HF(t(l),x(l)) — F(t;, z:)

Stad dla
0<b<

1
Ml min {e, Ty — t;,6,0(¢)}
spelnionie beda warunki (5.19)-(5.21), czyli faktycznie ©; # 0.

Sprawdzimy teraz, iz 6; = sup ©; € O; (por. Def. 3.4). Jak latwo zauwazy¢ warunek

1
0; <
S MA+1

min{e, Tp — ; }

n HF(ti,mi) - F(t(2),x(2))H <

1
—E.
2

jest speliony. Niech (6,,)nen bedzie ciagiem rosnacym o wyrazach z ©; zbieznym do 60; € O;.
Korzystajac z faktu, iz funkcja x — dist(z, D) spelnia warunek Lipschitza (por. Prz. 1.1), a takze

biorac pod uwage (5.20) dla 6,,, dostajemy

1
dist(x;+0; f (t;, x;), D) < dist(@;+60y, f (ti, xi), D)+|0:—0,| || f (ti, 2:) || < §9n5+|9i*9n| I[f (i, 24)[] -

Przechodzac z n — +oo otrzymujemy nieréwnosé

1
diSt(fL‘i + Gif(ti, xz)) < 5916
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Musimy wykazaé jeszcze, iz 6; spelnia warunek (5.21). W tym celu wybierzmy dowolne
tW @) ¢ [t;,t; + 6] oraz 2™, 22 € By (i, (M + 1)6;). Wtedy ciagi, ktérych wyrazy ogdlne sa
réwne (j = 1,2):

t0) = (1— 0u0,7") ts + 008,719,
:cg) = (1 — 0,191-_1) zi + 0,0, 129,

daza do tY) oraz z\9), gdy n — 4o0. Poniewaz t; < tU) < t; + 6;, wicc dla kazdego n € N
prawdziwe sa nastepujace oszacowania

t; = <1 - 9n9i_1) ti + 0,0, <tV) < (1 - enei_l) ti4 000, (L +0;) <t + 0,
oraz
Hl‘g) — $1|| = }|«9n0f1(x(j) — .rZ)H < Onei_l(M + 1)91 < (M + 1)011

Stad na mocy (5.21) dla 6,, mamy
[P, aD) = PP, 22| < e

Korzystajac z ciaglodcei funkeji F (¢, x) i przechodzac granicznie w powyzszej nieréwnosci z n da-
zacym do nieskonczonosci, otrzymujemy:

Hp(t(1)7$(1)) _ F(t@)’x@))H < e

1
2
Tym samym pokazaliSmy, ze 0; € ©;.

Potézmy t;11 = t; + 0;, a jako x;41 wybierzmy punkt ze zbioru D, spelniajacy:

lzi — xigr + 0i f(ts, 24) || < bse,

co jest mozliwe na podstawie (5.20) i definicji kresu dolnego. Zauwazmy, iz tak naprawde x;;
nalezy do Dy = D N Bx (zo,70), gdyz na mocy (S2) i (S3), zalozenia indukcyjnego oraz wyboru
f; mamy

7
2o — i1l <D lloj — x|
=0

<D Mg — @i + (G — ) F g, ap)ll+ Dt —t5) 1 (5, 25) |
=0 =0
(M +¢) Y [ty —t5) < (M +1)(tir1 — to) < (M +1)(Tp — to)
=0
< (M + 1)(753 — t()) < 7.

Zdefiniowaliémy w ten sposéb kolejny wyraz (t;11,x;41) speliajacy (i)—(iii). Podobnie jak
w poprzednim dowodzie mozemy wykazaé, iz proces wyboru elementéw (t;,z;) moze by¢ kon-
tynuowany w nieskoniczonoé¢ (por. (5.15)), jak réwniez ze skonstruowany ciag ((¢;,z:)), en, Jest
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zbiezny do elementu (t~, o), nalezacego do zbioru [tg, To] X Do.Przypusémy, ze to < Tp. Niech
O oznacza zbiér tych dodatnich liczb 6, dla ktérych spelnione sa nastepujace warunki:

< M1+ 1 min{e, Tp — txo }, (5.22)

dist (oo + 0f (too; Too), D) < ie (5.23)

[P0, 20) - F®, @) < % (5.24)

gdzie warunek (5.24) zachodzi dla wszystkich punktéw (t(, z(1), (+(2) 2(2)) € R x X takich, ze

tW 2 € [toy — 20,100 + 26] oraz 2V 2?) € Bx (240,2(M + 1)6).

Analogicznie jak w przypadku zbioru ©; mozna pokazaé, iz zbiér O jest niepusty, a zatem
mozemy wybraé¢ pewne ¥ € O.. Poniewaz ¢ > 0 oraz 6; — 0, gdy ¢ — 400, wiec znajdziemy
takie iy € N, ze ¥ > 6; dla wszystkich ¢ > i;. Ponadto, z definicji pary (oo, Zoo) istnieje i € N
takie, ze |t; —too| < V1 || — Too|| < (M +1)9 dla i > iy. Niech iy = max{ii,i2}. Wykazemy, ze
dla wszystkich i > iy spelnione sa warunki (5.19) i (5.21) z ¢ w miejsce 6.

Poniewaz Ty — to < Tp — t; dla dowolnych ¢ € Ny, wiec ¥ spelia (5.19). By pokazaé, iz dla

> g liczba ¥ spetnia (5.21), wybierzmy () ¢(2) € [t;, t; + 9] oraz 21, 2(2) € By (2, (M +1)9).
Wtedy dla i > ip mamy (j = 1,2):

119 — b | <9 — &) + [t — too] < U+ 9 = 20

oraz ' 4
129 — 2o | < (|29 = 23| + l|zi — woo]| < 2(M + 1)9,

czyli korzystajac z (5.24) dostajemy:

[P, 20) — P2, o) <2<
W polaczeniu z maksymalnoscia 6; (por. def. 6;) oraz naszym wcze$niejszym stwierdzeniem, iz
¥ > 0; dla i > i, wnioskujemy, ze (5.20) nie moze zachodzi¢ dla ¥ w przypadku, gdy i > ig.
Zatem 1

dist(z; + 9f (¢, z;), D) > 5195 dla i > ig,

skad, dazac z ¢ do nieskonczonosci, mamy
. 1 1
dist (2o + Vf (toos Too), D) > 5195 > 1195.

Powyzsze oszacowanie stoi jednak w sprzecznosci z (5.23). Tym samym pokazaliSmy, ze to = Tp,
co konczy dowdd. O

Uwaga 5.6. Zastepujac warunek (5.21) warunkiem (zob. [22])

e dlate [ti,ti—i-(g] ix € DﬂBx(SUi,(M—f—l)Q),

N | =

1f(t, ) — f(ti,zi)] <

w ogblnym przypadku nie mozemy twierdzié, ze zbior ©; jest domkniety z gory; w szczegdlnosei
nie wiemy czy 6; = sup ©; € ©; (por. Prz. 3.7).
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Uwaga 5.7. W przypadku, gdy zamiast warunku (5.21) wykorzystamy nastepujace oszacowanie
0 < min{e,To - ti},
istnie¢ bedzie takie j = j(e) € N, ze t; = Ty (zob. tez [6], Rozdzial 4, Paragraf 2).

Zdefiniujemy teraz rozwiazanie e-przyblozone. Niech Zalozenia Ogdlne oraz Zalozenia Szcze-
gétowe beda spetnione. Ustalmy Ty € (to, t) i niech ((t;,2:)), e, Pedzie gwarantowanym przez
Twierdzenie 5.5 ciagiem weztdéw e-przyblizonych odpowiadajacych zagadnieniu poczatkowe-

u (5.1).

Definicja 5.7. Funkcje u.: [tg, To] — X okreslona wzorem:

X; dlat = ti,
t—t;
ue(t) = < x; + 71(@’14_1 — ;) dla t € (¢, ti+1), (5.25)
tit1 — i
1imi—>oo xT; dla t = T(),

nazywamy e-przyblizonym rozwigzaniem zagadnienia (5.1).

Powyzsza definicja jest poprawna z uwagi na wykazane w dowodzie Twierdzenia 5.5 istnienie
granicy lim; oo ; = Zoo. Warto zauwazy¢, iz we wnetrzu kazdego przedzialu (t;,t;,11) funkcja
ue(t) jest prosta taczaca punkty (¢, ;) oraz (tit1,Tit1)-

Ponizsze twierdzenie charakteryzuje pewne wlasnoéci rozwiazan e-przyblizonych u..

Twierdzenie 5.6. Rozpatrzmy zagadnienie Cauchy’ego (5.1) i przyjmijmy, Ze ZalozZenia Ogdlne
oraz Zalozenia Szczegélowe sq spelnione. Ustalmy Ty € (to,t5) @ niech ((ti’xi))z‘eNo bedzie cig-
giem weztdw e-przyblizonych odpowiadajgcych zagadnieniu (5.1), natomiast u.(t) rozwigzaniem
e-przyblizonym rozwazanego zagadnieia. Wiedy:

a) ||ul(t) — f(ti, z:)|| < e dla wszystkich t € (t;,tiy1), gdzie i € No;
b) wue(t) jest funkcjq ciggla na przedziale [to, Tol;
c) uc(t) spelnia warunek Lipschitza ze stalg M + 1 na przedziale [to, Tpl;
d) ue(t) € Bx(zo,70) oraz dist(us(t), Do) < € dla kazdego t € [to, Tp).
Dowdd. a) Poniewaz dla wszystkich ¢ € (¢;,t;+1) (i € Np)

1
/!
) = ——— (i1 — i),
=(t) ti — 1 (Tiy1 — )
wiec na Podstawie Twierdzenia 5.5 (ii) otrzymujemy

lus(t) — f(ti, )| <e  dlat; <t <t (5.26)

b) Wystarczy jedynie sprawdzié¢ ciagglo$é w punktach ¢; (dla i € Ng) oraz w punkcie Tp. Niech
i € Nog. Wtedy (w przypadku, gdy i = 0 rozwazamy jedynie granice prawostronna):

t—t;—
lim u(t) = lim {xi_l g

(i — 1'1’—1)} =z
tot; t—t; ti —ti1
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oraz

t—t;
lim u.(t) = lim [ml +

(@ig1 — xi)} = 2y,
ttf t—tt tiv1 — t;

a zatem funkcja u. jest ciggla w punktach ¢; dla i € Ng. Wykazemy, iz u. jest réwniez ciagta
w punkcie Ty. Niech n > 0 bedzie dowolne. Na mocy Twierdzenia 5.5 istnieje 19 € N takie, ze
|z — uw(To)|| < 37 oraz |lzip1 — ;]| < 3n dlai € Nid > ig. Oznaczmy 6(n) = Ty — t;,. Niech
To—t < d(n), tzn. t;, < t. Jesli t = t; dla pewnego i > ig, to ||u(t) — u(Ty)| = ||zi — w(To)|| < 7.
Jesli natomiast ¢ € (¢;,¢;+1) dla pewnego i > i, to

t—t;

[u(t) — w(To)|| < [|@; — w(To)|| + ——
tz+1 - tz

[zip1 = ail| < llzi = uw(To)ll + llzipr — il <,

a zatem funkcja u. jest cigglta w punkcie Tj.

c) W $wietle (5.26) dla t € (to,To) \ {ti : i € N}, otrzymujemy oszacowanie na norme pochodnej
WOl < (t) = £t )| + £t 2l < =+ M < M 41

Zatem na mocy Twierdzenia 1.9 o wartosci $redniej:

lue(t) — ue(s)|| < (M +1)|t — s| dla t, s € [to, To]. (5.27)

d) Na podstawie (5.27) (dla s = tg) oraz Zalozenia Szczegdélowego (S3), dla dowolnego ¢ € [to, Tp)
mamy |Jue(t) — zo|| < (M + 1)(t — to) < o, czyli us([to, To]) C Bx(xo,70). Co wiecej dla s = t;

Jue(t) — || S (M +1)(t—t;) < (M +1)0;  dlat€ [t;,tir1]. (5.28)

Dla dowolnego t € [tg, Tp) istnieje i € Ny takie, ze t € [t;,t;+1], a zatem na mocy Definicji 5.7
oraz warunku (5.10) otrzymujemy

dist (ue(t), Do) < [Jue(t) — x| < (M +1)6; < e
Gdyby t = Tp, to dla pewnego ng € N
dist (us (1), Do) < ||ue(To) — x| < €
O

Uwaga 5.8. Moéwienie o funkeji ug(t), jako o e-przyblizonym rozwiazaniu zagadnienia (5.1)
jest jak najbardziej uzasadnione, gdyz z (5.26), (5.28) oraz Twierdzenia 5.5 (iii) dla wszystkich
t € (ti, tit1) (i € No) mamy

luL(t) — F(t, ue(t) || < ||ul(t) — f(ts, @)|| + ||F (i zi) — F(t,ue(t))]] < 2e. (5.29)

Uwagi

Twierdzenie 5.1, jak rowniez wszystkie definicje wystepujace w Paragrafie 5.1, oprocz Definicji 5.4 oraz
Definicji 5.5 pochodza z [29]. Definicja 5.4 oraz Definicja 5.5 zaczerpnigte zostaly natomiast z [24].
W [24] odnalezé mozna réwniez Lemat 5.1 wraz z dowodem (Rozdzial 1, Paragraf 2). Definicja 5.6,
Definicja 5.7, Twierdzenie 5.5 i Twierdzenie 5.6, a takze Uwagi 5.5-5.8 pochodza z [30]. Alternatywny
dow6d Twierdzenia 5.5 jest modyfikacja dowodu z [23] i [22]. Przyklady wystepujace w Rozdziale 5
sg wkladem Autora niniejszej pracy. Czytelnik zainteresowany klasycznym dowodem Twierdzenia 5.2
odnajdzie go w [11] (Rozdzial 1, Paragraf 1, Punkt 5). Tam réwniez znalezé mozna Twierdzenie 5.3, ktére
w pelni charakteryzuje zupelne przestrzenie metryczne poprzez wlasnosé punktu statego (zob. takze [31]).



Rozdziat 6

Twierdzenie o istnieniu rozwigzan

Ponizszy rozdzial stanowi uwienczenie dotychczasowych rozwazan w przypadku, gdy zbior D
bedacy czynnikiem iloczynu kartezjanskiego, na ktérym okreslona jest prawa strona zagadnienia
Cauchy’ego (5.1), jest lokalnie wypukly. Gléwnym twierdzeniem jest Twierdzenie 6.2. Jego
dowdd oparty bedzie na twierdzeniach o nieréwnosciach rézniczkowych (patrz Rozdzial 4) oraz
wlasnosciach iloczynéw potskalarnych (patrz Rozdzial 3).

* * *

Przyjmujac Zalozenia Ogélne i Zalozenia Szczegdlowe oraz ustalajac Ty € (to, ;) wprowadz-
my nastepujace oznaczenia:

(,9%//: {ue € C([to,To], X) : € € (0,1], ue jest rozwiazaniem e-przyblizonym zag. (5.1)}

oraz

, istnieje ciag (e )nen 0 wyrazach z (0, 1] zbiezny do 0 taki,
;%”:{uec([to,:r’o},x): (Enlne (0,1

ze clag ue, = u na przedziale [to, Tp], gdzie u., € Q/,Z/

Okreslmy na przestrzeni C'([to, To], X) operator K wzorem

t
K(@)(t)=z0+ [ F(s,z(s))ds  dlaty<t<Tp,
to

gdzie F': Rx X — X jest funkcja ciaglta wprowadzona na stronie 41. Zauwazmy, ze dla dowolnego
z € C([to, To), X) funkcja F(-,2(+)): [to, To] — X jest ograniczona przez stala N, > 0 jako ciagla
na zbiorze zwartym, tzn. |F (¢, z(t))|| < N, dla wszystkich ¢ € [tg,Tp]. Tym samym na mocy
Twierdzenia Petisa (Tw. 1.11) oraz Twierdzenia Bochnera (Tw. 1.12) operator K jest poprawnie
zdefiniowany. Ponadto, poniewaz dla t,s € [to, Tp] takich, ze |t — s| < 6(n) = N, 'n, prawdziwe
jest nastepujace oszacowanie

K@) - K@)l < | [ 1F (6] s < Nile = 5] <,

wiee K (z) € C([to, Tol, X).

Uwaga 6.1. Zbiér punktéw stalych operatora K, tzn. punktéw z € C([to, o], X) takich , ze
K (z) = z oraz zbiér okreslonych na przedziale [tg, Tp] rozwiazan zagadnienia Cauchy’ego (5.1)
pokrywaja sie.

53
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Twierdzenie 6.1. Rozpatrzmy zagadnienie Cauchy’ego (5.1) i przyjmijmy, zZe Zatozenia Ogdlne
oraz Zalozenia Szczegolowe sq spelnione. Ustalmy Ty € (to,t5). Jezeli 7 # 0, to kazda funkcja
u: [to, To] — X nalezgca do zbioru L jest rozwigzaniem lokalnym zagadnienia (5.1). Ponadto,
u(t) € Dy dla dowolnego t € [to, To]

Dowdd. Niech u: [tg,Ty] — X nalezy do zbioru -Z7. i niech (g,)nen bedzie ciagiem liczb
z przedziatu (0,1] takim, ze &, — 07 i |lu., — ul|, — 0, gdy n — +o0.

Druga cze$¢ tezy jest natychmiastowa. Poniewaz dist(u, (t), Do) < &, (por. Tw. 5.6 d)), to
z domknigtosci Dy wnioskujemy, iz u(t) € Dy dla wszystkich t € [to, To].

Jesli oznaczymy v = K (u) oraz v, = K(u,), gdzie u, = u.,, to wykazanie pierwszej czesci
na mocy Uwagi 6.1 sprowadzi si¢ do pokazania, iz u = v.

Dla kazdego n € N na mocy Uwagi 5.8 dla wszystkich ¢ € (¢;,t;+1) (i € Ng) mamy

[[un(8) = v ()| = Jup () = F (&, un(®))]| < 220 (6.1)

Stad na podstawie Twierdzenia 1.9 oraz Zalozenia Szczegblowego (S3) dla wszystkich ¢ € [tg, Tp]
zachodzi nieréwnoscé ||un(t) — vn(t)|| < 2en(t — to) < 2e,(To — to) < n, czyli ||up — vnll < €n
dla n € N, a zatem ||v, — ul|, — 0, gdy n — +o0.

Jesli pokazemy, ze v, — v jednostajnie na przedziale [tg,Tp], to wtedy z jednoznacznosci
granicy na podstawie uwagi poczynionej na poczatku dowodu, uzyskamy teze. Zauwazmy, iz
wystarczy udowodnié, ze F(t,u,(t)) = F(t,u(t)) na [to, o], poniewaz wtedy

/ttF(S,Un(S))dS _ /tF(S,u(s))dS

0 to

sup
te [to ,To]

t
< sup HF(S,Un(S)) - F(57U(3))Hd3
t€lto,To] /to

< (To = o) [ F' (- un(-) = F(ul)) ||
czyli v, = K (uy,) bedzie dazyé do v = K(u) w normie supremalnej.

Przypu$émy nie wprost, iz istnieje takie n > 0, ze dla kazdego n € N znajdziemy 7, € [to, To]
takie, ze

oo’

| F (7o tn(10)) — F (70, u()) || = 1 (6.2)

Ze zwartosci przedziatu [tg, Tp] bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze ciag (7, )nen jest zbiezny
do pewnego T € [ty, Tp]. Na podstawie definicji funkcji u(t) oraz Twierdzenia 5.6 ¢) otrzymujemy
nier6wnosé

[un(7n) = w(7)|| < [lun(7a) = un(T)|| + [lun () = u()]| < (M + D7 = 7]+ [[un(r) — u(7)]],

czyll uy () — u(7), a wiec takze (7n,un(m)) — (7,u(7)), gdy n — 4oo. Jednakze wtedy
z ciaglosci funkeji F(¢, z) mamy ||F (7, un (7)) — F (Tn, u(m))|| — 0, co prowadzi do sprzecznosci
z (6.2). Tym samym dowdd mozna uznaé za ukonczony. O

Twierdzenie 6.1 mowi, iz odpowiedz twierdzaca na pytanie o istnienie rozwigzania lokalnego
zagadnienia Cauchy’ego (5.1) jest mozliwa w przypadku, gdy zbiér . jest niepusty.

Przyktad 6.1. Na podstawie T'wierdzenia 5.6 zbior L% jest jednakowo ciagly oraz wspdlnie
ograniczony. Jezeli wiec przestrzen Banacha X jest skohczenie wymiarowa, tzn. X = R¢ dla
pewnego d € N, to na mocy Lematu 1.2 znajdziemy ciag ¢, — 07 taki, ze odpowiadajacy
mu ciag rozwiazan przyblizonych (u.,)nen jest jednostajnie zbiezny na przedziale [to,Tp] do
pewnego u € C([tg, Tp], RY). Tym samym zbi6r . jest niepusty, a funkcja u na podstawie
Twierdzenia 6.1 jest rozwiazaniem zagadnienia (5.1).
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Definicja 6.1. Podzbiér D przestrzeni unormowanej X nazywamy lokalnie wypuklym, gdy dla
kazdego = € D istnieje promien r = r(x) > 0 taki, ze D N Bx(z,r) jest zbiorem wypuklym.

Uwaga 6.2. Oczywidcie kazdy zbiér wypukly w przestrzeni unormowanej jest lokalnie wypukty.
Co wiecej, kazdy zbiér otwarty w przestrzeni unormowanej jest lokalnie wypukty (por. Uw. 5.2).

Twierdzenie 6.2. Rozpatrzmy zagadnienie Cauchy’ego (5.1) i przyjmijmy, ze ZaloZenia Ogdlne
oraz Zalozenia Szczegélowe sq spelnione. Zalozmy ponadto, ze zbior D jest lokalnie wypukly,
czyli bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, iz Dy jest wypukly (por. str. 41). Jesli istnieje funkcja
ciggla L: (t},t3) x R — R silnie normalna na przedziale (t§,t3) (por. Def. 4.1) oraz taka, Ze

[ —y, f(t. ) — f(t,9)], < L(t,|lw—yl) dlate (t,15) orazz,y € D, (6.3)

to wtedy zagadnienie (5.1) posiada dokladnie jedno rozwigzanie u, okreslone na przedziale [to, Tp
dla pewnego to < Ty < t3. Ponadto, u(t) € Dy dla dowolnego t € [to, Tp).

Dowdd. Niech v > 0 bedzie ustalone. Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 4.1 moze-
my skonstruowaé rodzine {¢¢: [to,ty) — [0,00) : 0 < <} rozwigzan maksymalnych zagad-
nien (4.1),.¢), gdzie £ € (0,7] o wlasnosci (4.4), okreslonych na wspélnym przedziale istnienia
[to,ty). Jak poprzednio (por str. 29) przedzial [to,t,) (to < ty) jest maksymalnym przedzialem
istnienia (na prawo od tg) rozwiazania maksymalnego ¢, zagadnienia poczatkowego (4. 1)(t0,7)

Wybierzmy Tj € (to, t). Bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, iz Ty € [to, ty), gdyz t§ mozna
wybra¢ jako element przedzialu [to,t,) (por. str. 41).

Naszym celem bedzie wykazanie, iz rodzina % spelnia kryterium Cauchy’ego:

Vn>037€(0,1) 0<e, 6 <T=|Jue—usll,, <n (6.4)

co wraz z zupelnoscia przestrzeni C([to, Tp], X ) bedzie implikowaé niepusto$é zbioru 7% Tym
samym, na mocy Twierdzenia 6.1 zagadnienie (5.1) bedzie posiadaé¢ rozwiazanie o wartosciach
w zbiorze Dy C D.

Poniewaz zbiér Dy jest wypukly, wiec ug(t) € Dy dla wszystkich tg <t < Tp oraz 0 < § < 1,
jako krzywa tamana o wierzchotkach ze zbioru Dy.

Ustalmy 1 > 0 i oznaczmy u = %1/(77) oraz T = iu, gdzie v(n) jest wielkoScig wprowadzona
w Twierdzeniu 4.1. Dla ¢,6 € (0,7) zdefiniujmy ciagta funkcje ¢: [to,To) — [0,+00) wzorem
©(t) = ||ue(t) —us(t)]|. Sprawdzimy, iz dla funkcji ¢ spelnione sa zalozenia Twierdzenia 4.2.
Symbolem N_; oznaczmy zbiér bedacy sumg mnogoSciowa zbioréw, ktérych elementami sg
odciete weztéw dla rozwigzan przyblizonych wu. i us, tj. Neg = {t§ : i € No} U {t;s 1 j € No}.
Poniewaz dla A < 0 oraz t € [tg, Tp) \ Ne,s zachodzi ponizsza nieréwnosé

[Jue (t) = us(t) + M(ul(t) — us(?)) ||
> [lue(t) — us(t) + A[f (8 us(t)) — f(t,us(8))]]
— Al (t) = ug(t) = f(t,ue(t)) + f(tus(t)]]

> |lus(t) — us(t) + A f(t,ue(t)) — F(tus(@)]]|
Al () = f (8 us ()] + AlJus () — f (£ us(®))]],

(6.5)
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wiec dla t € [tg, Tp) \ Neys

(1= () = us() + AL (t) = upE)]| - [ue() = us(®)]))

< %(Hus(t) — ug(t) + ALF (8, ue(t) = £t us(®)]]| = [[us() = us(®)]))

+Jue(®) = £ (& ue() ]|+ [lus(t) = f(E us(®))]]-

Stad na podstawie zatozen, Uwagi 5.8 oraz Twierdzenia 3.3 dla t € (t9,Tp) \ N5 mamy

> =

A7 p(t) = [ue(t) — us(t), u(t) — us(t)];
< fue(®) —us(t), £t ue(t)) = f (8 us(0)]; + [[uz(®) = f(E ue() ]| + [[us(t) = £ (8 us ()]
< L{t. fluslt) — us(t)]) + 22 + 26 < L{t. (D) + .

Ponadto ¢(to) = [Jus(to) — us(to)|| = ||zo — z0|| = 0 < p. Pozostaje jeszcze sprawdzié, ze funkcja

©(t) jest (lokalnie) lipschitzowska na przedziale [tg, Tp). Istotnie, niech s,t € [tg, Tp); wtedy na
podstawie Twierdzenia 5.6 ¢) otrzymujemy:

o(t) = ()| < llue(t) — uc(s)]| + us(t) — us(s)|| < 2(M + 1)t — s|.

Poniewaz zalozenia Twierdzenia 4.2 sa spelnione, wiec dla wszystkich v € (u,y) oraz wszystkich
to < t < Ty zachodzi ¢(t) < ¢, (t). W szczegdlnosci powyzsza nieréwosé jest prawdziwa dla
liczby v = 3v(n) € (u,7), czyli w $wietle Twierdzenia 4.1 mamy [u.(t) — us(t)| < ¢u,(t) <1
dla tg <t < Tp. Tym samym wykazaliSmy, iz warunek (6.4) zachodzi.

Na koniec przypusémy, iz istnieje funkcja v okreslona na przedziale [tg, 7o), gdzie 79 € (to, To]
i taka, ze v(tg) = x¢ oraz v'(t) = f(t,v(t)) dla t € [to,7o]. Zdefiniujmy odwzorowanie ciagle
@: [to,70) — [0,400) wzorem @(t) = |Ju(t) —v(t)||. Rozumujac analogicznie jak w pierwszej
czedci dowodu, otrzymujemy: ¢(tg) = 0 oraz A~ ¢(t) < L(t,¢(t)) dla (prawie) wszystkich
t € (to, 70). Ponadto, ¢(t) jest (lokalnie) lipschitzowska na przedziale [tg, 79]. Istotnie, dla a = u,v
oraz t, s € [tg, To] mamy

Jat)  a(s)| < | [ £z al2)] d2| < Naft = s,

gdzie N, > 0 jest taka liczba, ze ||f (¢, a(t))| < No dla t € [tg, 10). (Liczba N, istnieje z uwagi
na cigglosé funkeji t — f(t,a(t)) dla t € [t, 79].) Wybierzmy dowolne 7 > 0 i niech p = fv(n).
Wtedy na mocy Twierdzenia 4.1 oraz Twierdzenia 4.2 dla wszystkich ¢ € [to, 79| spelniona bedzie
nieréwnos¢: ||u(t) — v(t)|| < n. Z dowolnosci n > 0, wnioskujemy, iz u = v. O

Uwaga 6.3. Powyzsze twierdzenie, w Swietle przyjetych zatozen, orzeka roéwniez, iz mozliwe jest
przedtuzenie (prawostronnego) rozwiazania x: [tg, To] — D zagadnienia Cauchy’ego (5.1) 1 o)
na pewien przedzial postaci [tg,b], gdzie Ty < b < t3. W tym celu zauwazmy, ze wystarczy
w miejsce zagadnienia poczatkowego (5.1)@0@0) rozpatrzeé zagadnienie (5.1)(T0,I(T0)) i zastosowaé
Twierdzenie 6.2. (Oczywiscie wszystkie zalozenia Twierdzenia 6.2 sa spelnione.) Oznaczajac
przez y(t) (prawostronne) rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego (5.1)(7, »(1p)), jako rozwiazanie
(prawostrone) zagadnienia (5.1) 4, »,) okreslone na przedziale [to, b] wystarczy nastepnie przyjac
funkcje z: [tg, b] — D zdefiniowana wzorem:

{x(t) dla t € [to, Tp),

z(t) =
y(t) dla t € [Tp, b].
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Na zakonczenie niniejszego rozdziatu podamy przykltad zastosowania Twierdzenia 6.2 w teorii
prawdopodobienstwa. Przy wykazywaniu, iz zatozenia Twierdzenia 6.2 sa spelnione skorzystamy
z nastepujacego lematu, ktéry zacytujemy bez dowodu.

Lemat 6.1. Niech D bedzie domknietym i wypukiym podzbiorem przestrzeni Banacha X. Po-
nadto niech x € 0D oraz z € X. Wtedy nastepujgce warunki sg réwnowazne:

1
3 dist(z + Az, D) = 0;

b) dla dowolnego x* € X*, jezeli *(x) = sup,cp v*(y), to x*(2) < 0.

a) limy o+

Uwaga 6.4. Warunek b) z Lematu 6.1 jest oczywiscie réwnowazny warunkowi: dla dowolnego
z* € X*, jezeli x*(x) = infyep 2*(y), to 2*(2) > 0. Z kolei powyzszy warunek, w przypadku
gdy D jest klinem K, tzn. zbiorem domknietym, wypuklym oraz zamknietym na mnozenie przez
nieujemne skalary, jest réwnowazny warunkowi: dla dowolnego x* € K*, gdzie K* jest klinem
dualnym, tzn. K* = {2* € X* : 2*(w) > 0 dla kazdego w € K}, jezeli z*(z) = 0, to z*(z) > 0.
Istotnie, wystarczy wykazaé, ze ¢ = infycx 2*(y) = 0 dla dowolnego z* € X*. Gdyby ¢ < 0, to
istnialoby takie yp € K, ze x*(yo) < 0. A zatem z definicji K byloby takze: *(Ayo) < 0 dla
dowolnego A > 0. Stad z*(A\yg) — —o0, gdy A — 400, co przeczy ograniczonosci z dotu x* na
zbiorze K. Ponadto, dla 0 € K mamy z*(0) = 0. Tym samym ¢ = 0.

Przyklad 6.2. Zalézmy, ze na pewnej przestrzeni probabilistycznej (€2,%, P) dana mamy
rodzine zmiennych losowych {X;};>0, ktore przybieraja wartosci w zbiorze liczb naturalnych
N. Przez &(t) = P(X; = i) oznaczmy prawdopodobiefistwo, iz zmienna losowa X; znajduje sie
w stanie . Mozemy zatem zpisaé

&i(t+h) =) P(Xen =ilX, =j)&(t), i€N, (6.6)
7j=1

gdzie P(X¢y, = i|X; = j) oznacza prawdopodobiefistwo warunkowe. Jezeli zalozymy, ze dla
wszystkich h bliskich zeru mamy (i, j € N)

aijh + O(h) dla 7 ?é j,

P(Xppn = i|X; = 5) =
(Keon = ilXe = J) {1—ajjh+o(h) dla i = j,

gdzie o(-) oznacza male ,0” Landaua, a;; > 01 3,.; a;j = ajj, to z (6.6) formalnie otrzymujemy
uktad przeliczalnie wielu rownan rézniczkowych

§i(t) = —au&i(t) + Z aij&;(t) &i(0) = ¢, ieN. (6.7)

J#z

Przy czym przyjmujemy, iz ¢; > 0 dla ¢ € N oraz Y ;o ¢; = 1. Uklad (6.7) mozemy przepisaé
w postaci

2'(t) = Az(t), z(0)=c, (6.8)
gdzie
Ax(t) = (—an&(t) + i a1;&;(t), a1&i(t) — agda(t) + i az;&;(t), .. )
j=2 j=3 (6.9)
z(t) = (&(t), &(t), &(E), -..) oraz c=(c1,co,c3,...)
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Poniewaz przy ustalonym ¢ > 0 funkcje &(¢t) (i € N) powinny by¢ prawdopodobienstwami,
wiec dla zagadnienia poczatkowego (6.8) bedziemy poszukiwaé rozwiazania x o wartosciach
w przestrzeni Banacha [, ktére posiada nastepujace wlasnosci:

(i) @ jest okreslone na przedziale [0, b) dla pewnego b > 0;
(ii) z(t) € K = {y = (mi)ien € ' : m; > 0 dla i € N} dla kazdego ¢ € [0,b);
(iii) ||z(¢)||; =1 dla kazdego t € [0,b).

Zauwazmy, iz jedli tylko znajdziemy rozwiazanie = spelniajace warunki (i) oraz (ii), to automa-
tycznie bedzie ono spekiaé (iii). Istotnie, na mocy twierdzenia o rézniczkowaniu sumy szeregu
funkcyjnego dla t € (0,b) mamy:

d S o0 o0
% ”$ Hl Z’Sz Zazzfz Z(Z a@])fj =0 oraz Z&(O) = Zci =1,
= =1 =1

i=1
G

3

a zatem |z(t)||, =1 dla ¢t € [0,b).

Zalozmy, ze supjey aj; < +00. Wtedy operator liniowy A: I — I! zdefiniowany wzorem (6.9)
dla x = (& )ien € I jest ograniczony. (Tak naprawde warunek Supjen @j; < +00 jest rownowazny
ograniczonosci operatora A.)

Sprawdzimy, iz pozostale zatozenia Twierdzenia 6.2 dla odwzorowania A: K — [ sg réwniez
spelnione. Oczywiscie K jest zbiorem lokalnie domknietym oraz lokalnie wypuklym (por. Uw. 5.1
oraz Uw. 6.2). Poniewaz na podstawie Twierdzenia 3.3 b) mamy

[z —y, Az = Ayl < [[A(z — )|, <[[All[lz = yll,,

wiec wystarczy przyja¢ L(t,u) = ||A|| u. (Oczywiscie funkcja (¢, u) — ||Al| v jest silnie normalna.)

W celu wykazania warunku (O1) skorzystamy z Lematu 6.1, Uwagi 6.4 oraz Uwagi 5.3. Niech
y = (ni)ien € OK oraz z* = ((;)ien € K*, gdzie K* = {2* = ((;)ien € : (; > 0 dla i € N}.
Zaloézmy, ze z*(y) = >0, ¢imi = 0. Wtedy

oo oo o0 oo o0
(Ay) =D G(Ay)i = ZCi(—aimi + Zaiﬂ]j) =>"> aijGin; >0
i=1 i=1 j=1 i=1j=1
J#i J#
Tym samym wszystkie zalozenia Twierdzenia 6.2 sa spelnione, a zatem istnieje rozwiazanie
(lokalne) zagadnienia Cauchy’ego (6.8) o zadanych wtasnosciach (i)—(iii).

Uwagi

Obydwa twierdzenia zaprezentowane w Rozdziale 6, a takze Przyklad 6.1 oraz Definicja 6.1 pocho-
dza z [30]. Czytelnik zainteresowany twierdzeniami o istnieniu rozwiazan (lokalnych) zagadnienia Cau-
chy’ego (5.1)4y,2,) Podobnymi do Twierdzenia 6.2 znajdzie je m.in. w [6] (Rozdzial 4, Paragraf 3), [22]
oraz [20] (Rozdzial 7, Paragraf 6). W [22] Martin przyjmuje, ze funkcja L: (t},t2) xR — R z warunku (6.3)
jest postaci L(t,z) = I(t)z dla pewnej funkcji ciaglej I: (t§,t2) — R. Deimling w [6] przyjmuje natomiast,
iz funkcja L: (tg,t2) x R — R jest tzw. klasy U; (zob. [6] Rozdziat 3, Paragraf 3). W szczegélnosci wigc
L moze by¢ postaci L(t,x) = lz, gdzie | € R (warunek jedynosci Lipschitza) czy L(t,x) = z/(t — to) dla
t > to (warunek jedynosci Nagumo). Lemat 6.1 oraz Przyklad 6.2 zaczerpnigte zostaly z [6] (Rozdzial 4).
Uwaga 6.4 pochodzi réwniez z [6] (Rozdzial 4), gdzie jest czescia Przyktadu 4.1.



Rozdziat 7

Istnienie rozwigzan w dziedzinach
niewypuklych

W Rozdziale 6 podalismy warunki wystarczajace, no to by istniato (prawostronne) rozwiazanie lo-
kalne zagadnienia poczatkowego Cauchy’ego (5.1) o wartoéciach w zbiorze lokalnie wypuklym D.
W niniejszym rozdziale udowodnimy odpowiednik Twierdzenia 6.2. Tym razem jednak nie be-
dziemy zakladaé lokalnej wypuklosci zbioru D, a iloczyn pélskalarny dolny w warunku (6.3)
zastapimy iloczynem poétskalarnym gérnym. Niniejszy rozdzial rozpoczniemy od rozwazan doty-
czacych uktadu weztéw dla pary {w., ws} aproksymujacej pare {ue, us} rozwiazan przyblizonych
zagadnienia (5.1).

Niech Zalozenia Ogoélne oraz Zalozenia Szczegbélowe beda spelnione. Ustalmy Ty € (to, t§).
W $wietle Twierdzenia 5.5 dla €,5 € (0,1] istnieja ciagi wezléw przyblizonych odpowiadajace

zagadnieniu poczatkowemu Cauchy’ego (5.1): ((tl‘?,xf))ieNO oraz ((t?,x?))ieNO.

Oznaczmy N, = {t5 : i € No} U {t;S :j € No} i polézmy
so =tog, Sk41 = min {t S NE75 > Sk} dla k € Np.

Jedli przyjmiemy (k) = max{i € Ng : t§ < s;} oraz j(k) = max{j € Ny : t? < sk}, to dla
kazdego k € Ny bedzie

s = max {50}, sk = min{tig o, 800403

W szczegblnosci s < Sgy1.
Udowodnimy teraz twierdzenie, bedace odpowiednikiem Twierdzenia 5.5.

Twierdzenie 7.1. Rozpatrzmy zagadnienie Cauchy’ego (5.1) i przyjmijmy, Ze Zalozenia Ogdlne
oraz ZalozZenia Szczegotowe sq spetnione. Ustalmy Tp € (to, 1) @ przyjmijmy powyzsze oznaczenia.
Wybierzmy dowolne k € Ny oraz punkty poczgtkowe y, y,‘i € Dy takie, ze

lvi — xf(k)H < (M +1)(sg — tf(k)) (7.1)

oraz

59
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Zalézmy ponadto, iz dla pewnej cigglej funkcji L: (t§,t3) x R — R, ktora jest silnie normalna na
przedziale (t§,t3) zachodzi

[z —y, f(t,x) — f(t,y)], <Lt lx —yll) dlate (t,t3) oraz x,y € D. (7.3)

Wtedy istnieje uktad (cigg) weztdow dla pary aproksymugjacej pare {ue, us} na przedziale [Sk, Sk+1),
gdzie ug i ug sq rozwigzaniami przyblizonymi zagadnienia (5.1); tj. istniejq:

a) scisle rosngcy ciqg (Sk.n)nen, 0 elementach z [sg, spy1) @ zerowym wyrazie sio = Sk, zbiezny
do Sgt1, gdy n — +00;

b) cigg (yiﬂl)neNo o elementach ze zbioru Dy i zerowym wyrazie yg o = Yi;

c) cigg (yg,n)nENo o elementach ze zbioru Dq i zerowym wyrazie 92,0 = yg;
takie, ze dla kazdego indeksu n € Ny:
(1) ||yg,n - yz,n—i-l + (Sk,nJrl - Sk,”)f(sk,na ?ngn) H < fY(Sk,n+1 - Sk,n)a gdZie Y=g, 5;
(ii) dla dowolnych punktéw (t,y™M),(t,y?) € R x X takich, ze t € [Skn» Sknt1] oraz
max{[ly™ = il 192 = 92al1} < (M + 1) (skns1 — skn) zachodzi
[y — @ F(t,y W) — F(t,y(z))]i < Lt [y —yP|)) + e+ 6.

Dowod. Dowédd przeprowadzimy za pomoca indukcji zupelnej wzgledem wskaznika n. Jako
zerowe wyrazy ciagow przyjmijmy sk = S, Y o = Yj oraz yg’o = y,‘z i zalézmy, iz ciag skonczony
{(sk,m. y,im,yg?m): 0 < m < n}, gdzie n > 0 zostal skonstruowany tak, by spelnial warunki (i)
i (ii) az do indeksu (n — 1) witacznie oraz by s, < sg+1. W przypadku, gdy n = 0 zakladamy,
iz warunki (i) i (ii) sa spelnione. Pot6zmy

Hk,n == min{sk+l — Sk, A(F7 L7 e+ 67 Sk,na yiyna y}i,n” (74)

M+1
oraz
Skn+1 = Skn + ek,n (75)

i rozwazmy zbior
ZQ(Sk,nv Skn+1, yli,n? yli,n) = Z(Sk,na Sk,n+17yi,n) X Z(Sk,m sk,nJrl?yg,n)?
gdzie zbior Z(7,v,w) zostal wprowadzony w dowodzie Twierdzenia 5.5 na stronie 43.
W Z2(Sk.n, Sknt1s Yk s ygm) wprowadzmy relacje czesciowego porzadku (por. dowdéd Tw. 5.5)
(2, (", 2") < ((",9), (")) <=
=y (5 = ) sk i) | < (8= 1) A

2 y// + (S” _ t”)f(sk,myg,n)H < 6(3’/ _ t”)_

— t' < /\‘

/\t”és"/\‘

Rozumujac analogicznie jak na stronie 44 mozna pokazaé, iz zbiér Zz(sk,n, Skn+1s Y y,‘zn)
jest silnie porzadkowo zwarty (por. Def. 5.3), a zatem na mocy Twierdzenia 5.1, dla elementu
(k. Yn)s Sk yg’n)) znajdziemy w zbiorze Z2(sk.n, Sknt1, (T y,‘i’n) taki element maksymal-

ny ((s%,9%), (8°,9"), 26 (8.5 Vi) (Sms W20)) = ((5°,9°), (57, 9°)).
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Twierdzimy, ze s = $0 = Skn+1- Przypusémy, iz jest inaczej, tzn. s° < sp 5,41 lub $0 < Skn+1-
Bez straty ogélnosci, mozemy przyjaé, ze s° < sy p41. Zauwazmy najpierw, iz (s%,y°) € Z(to, zo).
Istotnie, s° € [sgn,Sknt+1] C [to,t)), a ponadto na podstawie zalozen oraz Twierdzenia 5.5
otrzymujemy (w przypadku, gdy n = k = 0 przyjmujemy, iz odpowienie sumy réwnaja sie zeru)

i(k)—1
Iy = woll < lly” = ol + 32 llegr = 251
p=0
- i(k)—1
<Ny = vinl + D97 per = vipll + w0 = 5l + D lz54n — 25
p=0 =0

<" = vhn + (5" = k) S (Skm Ui | + (57 = s.0) [ f sk 0E0)

n—1
+ Z Hylf:,erl - ylf:,p + (Sk,p-‘rl - Sk,p)f(sk,;h yz,p)H
p=0

n—1
+ Z(sk,pﬂ — Sp) | f (S yli,p)“ + Hyi,o - xf(k) I
p=0
i(k)—1
+ > Moo — g + (G — ) (85, 25)| (7.6)
p=0

i(k)—1
+ > (o — I, 25l
p=0

n—1
< (M +&)(5 = sn) + (M 42) Y (8111 — 51p)
p=0
i(k)—1
M+ 1) (s~ tigo) + (M €)Y (540 — 1)
p=0
M +1)(s" = to) < (M +1)(t5 — to)

0-

NN

Stad na podstawie Twierdzenia 5.4 mamy:

1
)\lin(r){r 1 dist(s° + A\f(s%,4°), Do) = 0.
Zauwazmy, iz zwiazki

1

M + 1 (Sk+1 - Sk,n)

Sk < Sk+1 oraz Or.n <

prowadza do nastepujacego oszacowania

M 1
(Sk+1 = Skn) = msk,n + M+ 1Sk+1 < sgt1,  (7.7)

1
Skn+1 = Sk, + gk,n < Skn + M1

a zatem na mocy rozwazan poprzedzajacych niniejsze twierdzenie s° < s < tf( k)41 W oparciu
o ponizsze nieréwnosci (ktére otrzymujemy analogicznie jak (7.6))

" = 25 | < AT+ 1)(° = t509) < (M + 1)(ty41 — i)
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oraz
[Yhn = iy | < M+ 1) (skn — tiry) < (M + 1) £y 11 — tiry)» (7.8)

na mocy Twierdzenia 5.5 (iii) mamy wiec

76575 = Fsnmstfin) | = [ F07) = o] < 52

Postepujac dalej jak w dowodzie Twierdzenia 5.5 na stronie 43 dochodzimy do sprzeczno-
$ci. Tym samym ¢ = 0 = Sknt1. Kladac yp, = y° oraz ygm =y na mocy faktu,
iz ((Sk,n,yim),(Sk,n,yg,n)) < ((s5,95),(s%,9%)) stwierdzamy, ze warunek (i) zachodzi takze
dla n-tego indeksu. Ponadto dla dowolnych punktéw (¢,y™M), (t,y?) € R x X takich, ze
t € [Skns Sknt1] Oraz max{“y(l) —yimH, Hy@) —y,‘an} < (M +1)(Sknt1— Sk.n) W Swietle definicji
liczby 6y, ,, i zalozenia (7.3), na mocy Przykladu 3.5 otrzymujemy

[y —y® F(t, M) = F(t,y)], < Lt [y =y ) + 2+ 6.

Tym samym réwniez i warunek (ii) zachodzi dla n-tego indeksu.

Zauwazmy, iz proces wyboru kolejnych elementéw ciagu ((skvn,yim,y,‘z’n)) moze byé

neN
kontynuowany w nieskonczonosé¢ (por. (7.7)). -

Rozumujac analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 5.5 mozna uzasadnié, iz ciag weztéw
((sk,n,yi’n,yg’n))neNO jest zbiezny do pewnego elenentu (sk,w,yi,oo,yg’oo) € [to, To] X Do x Dy.
Pozostaje nam udowodni¢, Ze si ., = spi1. Przypusémy, ze jest inaczej, tzn. spoo < Sp41-
Oznaczajac Aq(t,z,y) = [z —y, f(t,x) — f(t,y)], — Lt |z —yl) (por. Prz. 3.5), na mocy
warunku (7.3) wnosimy, iz elementy (sgn, 5,5 ,,) (dlan € No) oraz (skeo, Y5 o, Y2 o) Naleza
do zbioru N(Az). Stad korzystajac z Lematu 3.2 E)trzymujemy: 7 7

limian(F,L,s + 5) Sk,nvyi,nvyg,n) > A(F,L,S + 5) Sk,007yz,oo7yg,oo) > 0.

n—oo

Poniewaz minimum funkcji pétciagtych z dotu jest pédlciagle z dotu, wiec

lim inf 6y, ,, > min{sg+1 — Soo, A(F, L, € + 0, 5k 00, yiyoo, ygm)} > 0,

n—o00 M+1

co stoi w sprzecznosé z

lim 6y, = lm (Sgnt1 — Skn) = 0.
n—od n—od
Tym samym Soc = Sg+1 1 dowdd mozna uznaé za zakonczony. O

Uwaga 7.1. W przypadku, gdy polozymy

1
71A<F, L,e 4+, Sk,n» yli,n? yg,n)}

Op ) = min{sg11 — Sk.n, g

istnie¢ bedzie n = n(k,e,0) € N takie, ze si, = sp41 (por. Uw. 5.5 na str. 47).

Niech Zalozenia Ogélne oraz Zalozenia Szczegélowe beda spelnione. Ustalmy Ty € (o, tf))
i wybierzmy ciagi weztéw przyblizonych ((t5,25)), en, 0Tz ((t?-, x?))z cn, Odpowiadajace zagad-
nieniu poczatkowemu Cauchy’ego (5.1).

Naszym celem obecnie bedzie przedstawienie konstrukeji pary {w., ws} aproksymujacej pare
{ue,us} rozwiazan przyblizonych zagadnienia (5.1). Polézmy: y§ = x§ = zo i ¥ = zd = x¢
i zauwazmy, ze warunki (7.1)g oraz (7.2)g zachodza, gdyz i(0) = j(0) = 0. (Symbol (7.1)g oznacza
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warunek (7.1) rozwazany dla £ = 0.) A zatem na mocy Twierdzenia 7.1 (przy zalozeniu (7.3))
dla poczatkowych punktéw {yg, 3} istnieje ciag weztéw dla pary aproksymujacej pare {uc, us}
na przedziale [sg, s1).
Zdefiniujmy:
= {x§(0)+1 dla s1 = t54),, (i(1) =1(0) + 1),
£ =

limp—oo Y5, dla st <ty (i(1) =4(0)),
oraz
R T dla s; =13, ((1) =5(0) +1),

Y1 = . 5 5 . .
limy o0 40,1, dla s1 <15 4 (5(1) = 4(0)).

Uwaga 7.2. Powyzsze definicje punktéw y oraz 3} maja sens, gdyz na podstawie dowodu
Twierdzenia 7.1 granice: limy, 0 Y3, oraz limy, oo ygm istnieja.

Sprawdzimy, iz warunek (7.1); jest spelniony dla zdefiniowanego powyzej punktu poczatko-
wego yf. Jezeli 51 =5 ., tzn. i(1) =4(0) + 1, to:

195 = 250)ll = [[250)41 — 5yl = 0 < (M + 1) (51 — t51))-

Jezeli natomiast s; < ¢} a wiec i(1) = i(0), to dla kazdego n € N na podstawie Twierdze-

i(0)+1°
nia 7.1 (i) mamy

n—1
1960 = Yol < D_M1960 = Y6041
p=0

n—1 n—1
< ZHyﬁ,p - yg,p+1 + (Sop+1 — 50,p)f(50,pa yS,p)H + Z(SO,pH - 507p)||f(50,pv y(e),p) ||
p=0 p=0
n—1
< (M + E) Z(So7p+1 — S(),p) < (M + 1)(80771 — to).
p=0

Poniewaz y5o = o, Y5, — Yi oraz so,n, — s1, gdy n — +00, to przechodzac w powyzsze]
nieréwnosci z n dazacym do nieskonczonoéci, otrzymujemy

lvi = =il = Iyt = %)l = llvi = 26| < (M +1)(s1 = to)-

Sprawdzenie, iz warunek (7.2); jest spetniony dla punktu y¢ pominiemy, gdyz wystarczy rozu-
mowa¢ identycznie jak powyzej.

Tym samym na mocy Twierdzenia 7.1 (przy zalozeniu (7.3)) dla poczatkowych punktéw
{y5, 49} istnieje ciag wezléw dla pary aproksymujacej pare {u.,us} na przedziale [sq, s2). Okre-
$lajac punkty {y5, 93} analogicznie jak punkty {y, 7} i kontynuujac opisany proces, w wyniku
otrzymamy przeliczalng rodzing weztéw {(Sk,n:ylf;,n:yg,n)5 k,n € Ny}, zwana ukladem wezldw
dla pary aproksymujgcej pare {ue,us} na przedziale [ty, Tp).

Definicja 7.1. Niech {(skn, Uf » y,‘;n) : k,n € Ng} bedzie ukladem wezléw dla pary aproksymu-
jacej pare {u.,us} na przedziale [ty,Tp). Pare funkcji we, ws: [to, To) — X okreslonych wzorem
(7 =g, 5)

yz,n dla t = Sk
w’y(t) = t — S
Z,n + -~ (yz,n+1 - ygm) dlat € (Sk,na Sk,n—l—l)a

Skn+1 — Skn

nazywamy parg aproksymujacg pare {ue,us} na przedziale [to, Tp).
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Ponizsze twierdzenie podaje pewne wiasnosci funkcji we, ws.

Twierdzenie 7.2. Przyjmijmy zalozenia Twierdzenia 7.1. Niech {(sk,n,yivn,yg,n): k,n € No}
bedzie ukladem weztow dla pary {we, ws} aproksymujgcej pare {ue,us} na przedziale [to, Ty), gdzie
Ue, Us S rozwigzaniami przyblizonymi zagadnienia Cauchy’ego (5.1). Wtedy dla kazdego i € Ny:

e (5) = ue (#5);

a) w

b) funkcja we jest ciggla na przedziale [t5, 15, );
)
)

c) funkcja we spetnia warunek Lipschitza ze stalg M + 1 na przedziale [t3, 15, );
d) Q7 we (i) < %5( v 1), gdeie QT we(t5,,) = limtﬂtag [we (t) — we (t511) ]

e) Sr || (we — ws)(sk)|| < 3(e+6).

Uwaga 7.3. Powyzsze twierdzenie pozostaje prawdziwe, gdy sformutujemy je dla funkcji ws
w miejsce funkcji w., pamigtajac, by wszystkie symbole ¢ oraz € zastapi¢ odpowiednimi symbo-
lami j oraz § tam, gdzie to konieczne.

Dowdd. a) Niech t = t;, dla ustalonego p € No. Wtedy istnieje k£ € Ny takie, ze s = ;. Tym
samym i(k—1) = p— 1. Poniewaz s = ty, = tf(k—1)+17 to yp = xf(k_l)ﬂ = z5,. Stad otrzymujemy:
W, (t;) = Ypo = Tp = Ue (t;).

b) Niech i € Np bedzie ustalone. Wtedy t; = s oraz t;,; = s, dla pewnych k,p € Np.

Z Definicji 7.1 wynika, iz w przedziale [sg, sg+1) funkcja we jest ciagla (por. Tw. 5.6). Jezeli
wiec p = k + 1, to teza jest oczywista.

Zalézmy, ze p > k+ 1. Wtedy [sg, sp) = [Sk, Sk+1) U [Sk+1, Sk+2) U ... U[sp_1, 8p), gdzie Sp41 = t;s-,

Sk = t§+1, cen Sp—1 = t§+p_k_2. Dla prostoty rozwazymy przypadek, gdy p = k + 2. Poniewaz
) i dlar=Fkk+1,
i(r) = 9.
1+1 dlar=Fk+2,

wiec
s dla r =k,

7
Yy = < limy, oo Y dlar=k+1,
5 dla r =k + 2.

Na mocy uwagi wstepnej, wystarczy sprawdzi¢ ciaglos¢ lewostronna w punkcie siyi. Niech
1 > 0 bedzie dowolne. Na mocy Twierdzenia 7.1 oraz powyzszych rozwazan istnieje ng € N
takie, ze Hyin — ws(skH)H < %n oraz Hyimﬂ — yZnH < %?7 dla n € Nin > ng. Oznaczmy
0(n) = Sk+1 — Skng- Niech spy1 —t < 6(n), tzn. sip, < t. Jesli t = s, dla pewnego n > ny,
to [Jwe(t) — we(sp41)|| = Hy,fm — we(sp41)|| < n. Jesli natomiast ¢ € (skp, Sknt1) dla pewnego
n 2 ng, to

t— Sk

lwe(®) = we(sre)]| < [yhn — welsre)] + 9% 41 = Ykl

Skn+1 — Sk,n

)

< Hylfr,n - wE(SkJrl)H + Hylfr,n-‘rl - ylac,nH <,

a zatem funkcja w, jest ciagla w punkcie sg1.
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¢) Z Twierdzenia 7.1 (i) oraz Definicji 7.1 wynika, ze

Hwé(t) - f(sk,nayli,n)n Se dla Sk <t < Skn+1- (79)

Stad [|wl(t)| < M + 1 dlat € [to,To) \ Ae, gdzie Ac = {sg, : k,n € Ng}. Wtedy na mocy
Twierdzenia 1.9 oraz podpunktu b)

|we(t) — we(s)]| < (M + 1)t — s dla t,s € [t{,t5,1) 14 € No.

1

d) Ustalmy i € N i niech k1, k2 € No beda takie, ze t§ = sp, oraz t§,, = sp,. Wybierzmy
t € [tf,tirl) \ Ay, gdzie Ay = {Sk,n tk,neNy, ki <k< k:g}. Wtedy t € (Sk,nask,n—l—l) dla
pewnych k,n € Ny takich, ze k1 < k < ko. Poniewaz sy, € [t;,t5,,) oraz (por. (7.6))

25 = Y| < (M + Dk = 17) < (M +1)(t51 —17).
wiec na mocy Twierdzenia 5.5 (iii) (dla e > 0) (7.9) oraz (5.26) otrzymujemy

lwi(t) = we@) < [Jwe®) = £ (skm Ui |+ [1F (ks vi) = £ 20|+ 1S (8, 27) —ue(®)] < Ze.

Stad na mocy Twierdzenia 1.9 oraz podpunktu a) dla wszystkich ¢ € [t,¢; ;) mamy
[we () = ue(®)]| = [|(we — ue) () — (we —ue) (&) < e(t — 1) (7.10)

Poniewaz na mocy podpunktu c) (por. str. 34) granica lim, - - w.(t) istnieje, wigc wektor
i+1

O we(ti ) = . hg{ [we(t) — we (t741)]

i+1

jest poprawnie zdefiniowany. Korzystajac z ciaglodci funkcji u.(t) na przedziale [to,Tp] (por.
Tw. 5.6), podpunktu a) oraz z (7.10) otrzymujemy

[0 we(tE )l < i fuwe(t) — ue(®)]| + Bim [ue(t) — ue(4) | < Gt — ).
it it

e) Zauwazmy, iz
SN we(si)]| = SO we(#5,,)||
k=1 i=0

gdyz w punkcie s, = t? funkcja we jest ciagla, czyli Q" w.(sp) = 0 (analogicznie dla funkcji
ws oraz punktu s = ¢¢). Na mocy podpunktu d) granica O~ (w. — ws)(si) istnieje dla kazdego
k € N, a zatem w oparciu o Zalozenie Szczegblowe (S3) mamy

o)

DO (we — ws) (k) || < D || we (5, |+Z:||Q ws(t51)|| < 3(e+6)(To — to) < §(e +6).
1=0

Tym samym mozemy uznaé twierdzenie za udowodnione.

O

Naszym celem bedzie obecnie udowodnienie twierdzenia o istnieniu (prawostronnego) lokal-
nego rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego (5.1).
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Twierdzenie 7.3. Rozpatrzmy zagadnienie Cauchy’ego (5.1) i przyjmijmy, Ze ZalozZenia Ogdlne
oraz Zalozenia Szczegélowe sq spelnione. Jesli istnieje funkcja ciggla L: (t§,t3) x R — R silnie
normalna na przedziale (t§,t3) (por. Def. 4.1) oraz taka, ze

(@ —y, f(t,0) — ft.y)], <Lt |z —yl) dlat € (th,83) oraz e,y € D,

to wtedy zagadnienie (5.1) posiada dokladnie jedno rozwigzanie u, okreslone na przedziale [to, Tp
dla pewnego to < Ty < t3. Ponadto, u(t) € Do dla dowolnego t € [to, Tp].

Dowdd. Niech v > 0 bedzie ustalone. Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 4.1 moze-
my skonstruowaé rodzine {g¢: [to,ty) — [0,00) : 0 < <} rozwigzan maksymalnych zagad-
nien (4.1),,¢), gdzie £ € (0,7] o wlasnosci (4.4), okreslonych na wspélnym przedziale istnienia
[to,ty). Jak poprzednio (por. str. 29) przedzial [tg,t,) (to < ty) jest maksymalnym przedziatem
istnienia (na prawo od tp) rozwiazania maksymalnego ¢, zagadnienia poczatkowego (4.1),)-
Wybierzmy Tj € (to,t;). Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, iz Ty € [to,ty) (por. Tw. 6.2).
Naszym celem bedzie wykazanie, iz rodzina % (por. Roz. 6) spelnia kryterium Cauchy’ego:

Vn>037€(0,1) 0<e, 6 <T=|[Jue —usllo, <n, (7.11)

gdzie u., us oznaczaja rozwiazania przyblizone zagadnienia (5.1). Wtedy na mocy zupelnosci
przestrzeni C ([to, Tp], X) zbior Y. bedzie niepusty, a zatem w $wietle Twierdzenia 6.1 zagad-
nienie (5.1) bedzie posiadaé¢ rozwiazanie o wartoéciach w zbiorze Dy C D.

Ustalmy 7 > 0 i oznaczmy (por. Prz. 3.4)

C(C) = A(L, [to,To] X [0,87“0],C) dla C >0

oraz
W= %min{V(g), %77} o= %min {u,4ro, c (%)} , T= %U’

gdzie v(2) € (0,7) i ro > 0 sa wielkoSciami wprowadzonymi w Twierdzeniu 4.1 oraz na

stronie 41, odpowiednio. Ponadto przyjmijmy, iz ((tl,mz))ieNo oraz ((t?, J))ieNO sq ciggami
wezlow przyblizonych odpowiadajacych zagadnieniu poczatkowemu Cauchy’ego (5.1), natomiast
{(sk,n,yz’n,yg’n): k,n € Ny} ukladem wezléw dla pary {w.,ws} aproksymujacej pare {uc,us}
na przedziale [tg, Tp).

Polézmy B = {sy: k € No} i dla ,0 € (0,7) zdefiniujmy funkcje ¢: [to,To) — R okreslona
wzorem p(t) = ||we(t) — ws(t)||. Sprawdzimy, ze dla funkcji ¢ spelnione sa zalozenia Twierdze-
nia 4.3.

Na mocy Twierdzenia 7.2 d) wnosimy, iz ¢ spelnia warunek Lipschitza ze stala M + 1 na
kazdym przedziale [sg, sp11) (k € Np).

Wybierzmy dowolne t € [tg,Tp). Wtedy t € [sg,sg+1) dla pewnego k& € Ny. Poniewaz
k) ac?(k,) € Dy C Bx(xo,70) (por. Tw. 5.5), wiec korzystajac z (7.1)k, (7.2), Twierdzenia 7.2 a)
oraz Zalozenia Szczegdlowego (S3) dostajemy

— we () || + [[we(sk) — ws(sw)|| + [lws(sk) — ws ()]
(M +1)(t—s) + |lui — vl
(M + 1)(t = ) + [y — @500 | + 1250 — 23 || + 1250 — w2l
(M +1)(2t — t53y — t5ry) + 270 < 4ro.

//\//\//\//\
[N

Tym samym funkcja ¢ jest ograniczona na przedziale [to,Tp).
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Pokazemy teraz, iz ¢ spelnia zatozenie d) Twierdzenia 4.3. Oznaczmy A = {sy, : k,n € No}
i wybierzmy t € [tg,To) \ A. Wtedy t € (Sg.n, Skn+1) dla pewnych k,n € Ng. Poniewaz w oparciu
o Definicje 7.1 oraz Twierdzenie 7.1 (i) mamy (dla v = ¢, 9)

[y () = Y pll < (M + 1) (sknt1 = Skin), (7.12)
wiec na mocy Twierdzenia 7.1 (ii) otrzymujemy
[we(t) — ws(t), F(t,w(t)) — F(t,ws(t))], < L(t, |we(t) — ws(t)||) + e+ 6. (7.13)

Ponadto w $wietle (7.8) oraz (7.12) dostajemy (dla v =¢,0 il = i,j odpowiednio)
s (8) = @y || < Nlwon(8) = gl + Nl = 2y | < M+ 1) (1m0 = T
a zatem korzystajac z (7.8) (raz jeszcze), (7.9), definicji liczb sj, oraz Twierdzenia 5.5 (iii)
mamy (dla v = ¢, )
[y (8) = F (& wn @] < 1wl (8) = £ (Sms G [+ 1 (Sms ¥i) = F (w3 0) ] < 57- - (7.14)

Ostatecznie, rozumujac analoglczne jak na stronie 55 dochodzimy do nastepujacej nieréwnosci:
T (Jlwe () = ws(t) + Muwl(t) — wh(t)]| = [lwe(t) — ws(#)]])

< 5 (e (0) — ws(8) + ATF (o we(0)) — (6 w5(2)] ] — aee(t) — w50}
wle) = (e we6)) |+ 6) — F (2w (0)]|

Reasumujac, dla ¢ € [tg, Tp) \ A, na mocy Twierdzenia 3.3 k) otrzymujemy

A7 p(t) = [we(t) — ws(t), wl(t) — ws(t)];
< [we(t) —ws(t), F(t,we(t) — F(L, wé(t))h
k) = F(towe )] + [wh(6) — Plt,ws(6)
< L{t. Jwe () — ws(®)]) + 3+ 6) < L{t.o(0) + o
Tym samym funkcja ¢ spelnia zalozenie d) Twierdzenia 4.3.
Poniewaz |p(t) — ¢(sk)| < ||we(t) — ws(t) — we(sg) + ws(sk)|| dla wszystkich ¢ € (sg, Spt1),
gdzie k € Ny, wiec
|27 (sk)] <[] (we — ws) (sk)]),

a zatem na mocy Twierdzenia 7.2 e) oraz przyjetych przez nas oznaczen mamy
o0
10 (s0)] < 3e +6) <
k=1

Na koniec zauwazmy, ze ¢(tg) = 0 < 0. Tym samym wszytkie zalozenia Twierdzenia 4.3 sa
spelnione dla funkcji ¢.

Stad dla wszystkich ¢ € [to, Tp) oraz v € (u,~y) zachodzi: p(t) < ¢, (t), wiec w Swietle (7.10),
Zalozenia Szczegblowego (S3) oraz przyjetych przez nas oznaczen, dla t € [ty, Tp) dostajemy

Joae(8) — ws(D)] < [luelt) — we(®)]| + us() — wa(@)]| + e t) —ws(®)] < () + v

Smin{v(%), 3n} € (u,~) dla wszystkich t € [to, 7)) mamy

W szczegdblnosci dla vy =
[ue(t) —us(®)]| <n

Tym samym wykazali$my, iz warunek (7.11) jest spelniony.
Jedynosci rozwiazania dowodzi sie analogicznie jak w Twierdzeniu 6.2. O
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Uwaga 7.4. Podobnie jak w przypadku Twierdzenia 6.2, Twierdzenie 7.3 pozwala na przedtu-
zenie (prawostronnego) rozwiazania xz: [tg, To] — D zagadnienia (5.1) (tutaj zbiér D nie musi
byé lokalnie wypukty) na pewien przedziat postaci [to, b], gdzie Tp < b < t3. (por. Uw 6.3).

Uwaga 7.5. W [20] (Rozdzial 2, Paragraf 7) Lakshmikantham oraz Leela podaja wersje Twier-
dzenia 7.3, w ktérej zamiast silnej normalnogci funkcji L: (t§,t3) x R — R zakladaja, iz dla
kazdego t € (t},t3) funkcja z — L(x,t) jest rosnaca.

By lepiej zrozumie¢ jakie relacje zachodza pomiedzy klasami funkcji dwéch zmiennych: silnie
normalnych oraz rosngcych wzgledem x przy ustalonym ¢ rozpatrzmy ponizszy przyktad.

Przyklad 7.1. Przyjmijmy, ze przedziat (t},t2) = (—1,1).

a) Istnieje funkcja L(t, z) silnie normalna, ktora jest rosnaca ze wzgledu na x przy ustalonym ¢.
Istotnie, wystarczy przyjaé¢ L(t,z) = (t+2)x, gdyz jak tatwo sprawdzi¢ dla kazdego ¢ty € (—1,1),
jedynym rozwiazaniem zagadnienia (4.1), o) jest funkcja z(t) = 0.

b) Istnieje funkcja L(t, x) rosnaca wzgledem = przy ustalonym ¢, ktéra nie jest silnie normalna.
Okreslmy funkcje L(t,x) wzorem L(t,x) = 2(t + 2)\/x dla z > 0 oraz L(t,z) = —2(t + 2)\/—=x
dla z < 0. Bazujac na Przykladzie 4.1 nietrudno dowie$é, iz faktycznie L(t,x) zdefiniowana
powyzszymi réwno$ciami nie jest silnie normalna.

c) Istnieje funkcja L(t,x) ktéra jest silnie normalna, ale nie jest rosnaca wzgledem z przy
ustalonym t. Niech L(t,z) = tx. Tym razem funkcja L(¢,x) nie jest rosnaca wzgledem z przy
kazdym ¢, jest natomiast silnie normalna, co nietrudno wykazaé.

Uwagi

Praktycznie wszystkie wyniki Rozdzialu 7 pochodza z [30]. Szkic alternatywnego dowdéd Twierdzenia 7.1
mozna znalezé w [30].
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Skorowidz oznaczen

R — cialo liczb rzeczywistych, 6
N — zbidr liczb naturalnych, 6
Ng — zbior liczb naturalnych z dolaczonym zerem, 6
(X,7) — przestrzen topologiczna X z topologia 7, 5
T — topologia, 5
o(X*,X) — topologia *-staba, 14
A(X™*, X) — topologia zbieznosci prezwartej, 14
A — domkniecie zbioru A, 5
A — brzeg zbioru A, 5
Int A — wnetrze zbioru A, 42
conv A — powloka wypukla zbioru A, 8
a(C) — miara niezwartosci Kuratowskiego zbioru C, 13
(Q,%, ) — przestrzen z miara, 9
x4 — funkcja charakterystyczna zbioru A, 9
fQ fdp — calka z funkcji f wzgledem miary p na przestrzeni €2, 9
Il = norma, 5
Bx(z,r) — kula domknigta w p. unormowanej X o $rodku w punkcie z i promieniu r > 0, 5
Kx(x,r) — kula otwarta w p. unormowanej X o §rodku w punkcie z i promieniu r > 0, 5
|| — warto$¢ bezwgledna, 7

d(z,y) — odleglo$¢ elementéw x iy, 7
dist(z, K) — odlegto$é elementu = od zbioru K, 7
liminf,_,,, f(z) — granica dolna funkcji f w punkcie xg, 6
limsup,_ ., f(z) — granica gérna funkcji f w punkcie o, 6
f'(xo,h) — pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie z¢ w kierunku wektora h, 6
AT f(zg) — gbrna prawostronna pochodna Diniego funkcji f w punkcie xg, 6
Dtv(z) — pochodna prawostronna funkcji v w punkcie x, 10
Of(xz) — subrézniczka funkcji wypuklej f w punkcie z, 6
v¢(z) — obwiednia gérna rodziny funkcji o wartosciach rzeczywistych, 8
~v4(x) — obwiednia dolna rodziny funkcji o wartosciach rzeczywistych, 8

u(t) — rozwiazanie maksymalne zagadnienia Cauchy’ego (1.4), 10
M: X — Y — multifunkcja, 5
J: X — X* — odwzorowanie dualne na przestrzeni X, 16
dim X — wymiar przestrzeni liniowej X, 13,
C(J,X) — przestrzen funkeji ciaglych z: J — X z norma supremalna, 13
C[-1,1] — przestrzen funkeji ciagltych : [—1,1] — R z norma supremalnag, 41
cop — przestrzen ciaggéw zbieznych do zera z norma supremalng, 11
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u€

((t5,29)) s,
%

Na,é

(8k> Yo Yiom)
{’LUE, w5}

K

K

(Q,%,P)

P(:|)

o(h)

p. clagéw x = ({n)nen, dla ktérych ||z, = (Zzil\ﬁk|p)l/p < 400, 22
p. clagéw = = (&, )nen ograniczonych z norma ||z|| = sup,enlék|, 22
p. funkeji : Q — R takich, e ||z, = (J,Je(w)Pdu)"” < +o0, 22
gorny iloczyn polskalarny pomiedzy elementami x i y, 16

iloczyn skalarny pomiedzy elementami z i y, 19

24,

modul (pét)ciagloséi, 24

ujemna dziedzina funkcji f, 26

oscylacja Diniego funkcji ¢ w punkcie ¢, 34

prawostronne rozwiazanie maksymalne zagadnienia (4.1), 29
zbieznosé¢ jednostajna ciggu (sieci) (p¢)¢ do funkeji g, 31

relacja czeSciowo porzadkujaca, 37

relacja ostrego czesciowego porzadku, 37

zbiér catkowicie uporzadkowany (lancuch), 37

rozwiazanie e-przyblizone zagadnienia Cauchy’ego (5.1), 37

ciag wezlow dla rozwigzania e-przyblizonego, 51

zbiér rozwiazan przyblizonych zagadnienia Cauchy’ego (5.1), 53
zbiér granic jednostajnie zbieznych ciggéw o wyrazach z &}/ 5, 53
zbidr odcietych weztéw rozwiazan e- i 6-przyblizonych, 59

wezel dla pary {w.,ws} aproksymujacej pare {uc,us}, 60

para aproksymujaca pare {ue, us} rozwiazan przyblizonych zag. (5.1), 63

klin, 57

klin dualny, 57

przestrzen probabilistyczna, 57
prawdopodobienistwo warunkowe, 57
zmienna losowa, 57

symbol Landaua, 57



Skorowidz

ciag
monotoniczny, 37
Scidle, 37

element maksymalny, 38

funkcja

lipschitzowska, 7
lokalnie lipschitzowska, 8
mierzalna

silnie, 9

stabo, 9
normalna, 29

silnie, 29
prosta, 9
poélciagta

z dohu, 7

z gory, 7
radialna, 20
wypukla, 6

granica
dolna, gérna, 6

iloczyn potskalarny
dolny, gérny, 16

klin, 57
klin dualny, 57

lemat
Arzeli-Ascoliego, 13
Kuratowskiego—Zorna, 38

miara niezwartosci, 13
multifunkcja
polciagla z gory, 17

obwiednia rodziny funkcji, 8
odwzorowanie dualne, 16
ograniczenie gorne, 38

para aproksymujaca pare {ue, us}, 63
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pochodna Diniego, 6
przestrzen

P, 22

gtadka, 17

jednostajnie wypukta, 17

Scisle wypukta, 17
przyktad Dieudonnégo, 11

relacja czedciowego porzadku, 37

relacja ostrego czesciowego porzadku, 37

rodzina funkcji
jednakowo ciaglych, 8
ograniczona, 8

rozwigzanie
e-przyblizone, 51
maksymalne, 10

subroézniczka, 6, 16

topologia
*_staba, 9
zbieznosci prezwartej, 14
twierdzenie
Banacha-Alaoglu, 9
Bochnera, 9
Brgndsteda, 40
Cantora, 8

Caristiego o punkcie statlym, 40

Diniego, 8
Dugundjiego, 8
Godunowa, 12

o istnieniu rozwiazania maksymalnego, 10
o nierownosciach rézniczkowych, 10

Peano, 11
Pettisa, 9

Schaudera o punkcie statym, 13

Sierpinskiego-Younga, 7

ujemna dziedzina funkcji, 26
uktad
weztow e-przyblizonych, 43
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weztow dla pary aproksymujacej, 59

zasada maksymalnosci, 38
zbiér
catkowicie uporzadkowany (lancuch), 37
domkniety z gory, 25
lokalnie
domkniety, 40
wypukly, 55
silnie porzadkowo zwarty, 37



