
Rozdział 3

Liczby zespolone

Teoria

Wzór de Moivre’a: [r(cosϕ+ i sinϕ)]n = rn(cosnϕ+ i sinnϕ) dla n ∈ N.

Pierwiastek stopnia n liczby zespolonej z. Niech z będzie liczbą zespoloną daną w po-
staci trygonometrycznej:

z = r(cosϕ+ i sinϕ).

Wtedy dla każdego n ∈ N istnieje dokładnie n pierwiastków stopnia n liczby zespolonej z postaci

zk = n
√
r

(
cos

ϕ+ 2kπ
n

+ i sin
ϕ+ 2kπ

n

)
dla k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Zadania

Zadanie 3.1. Podać liczbę sprzężoną do następujących liczb zespolonych:

(a) 1 + i;

(b) 1− 2i;

(c) −6− 7i;

(d) 3i;

(e) −4i;

(f) 1.

Zadanie 3.2. Oblicz:

(a) (2 + 3i) + (4− 5i);

(b) (2 + 3i)− (2− 3i);

(c)
1− i
1 + i

;

(d) (5 + 3i)(3− i);

(e) (1− 3i)2;

(f)
3 + 2i
1 + i

.



Zadanie 3.3. Rozwiąż równanie:

(a) |z| − z = 1 + 2i; (b) z · z + z − z = 3 + 2i.

Zadanie 3.4. Rozwiąż równanie:

(a) z2 + 2z + 2 = 0;

(b) z2 − 2z + 5 = 0;

(c) z3 + 2z2 + z + 2 = 0;

(d) z3 + z2 + 4z + 4 = 0.

Zadanie 3.5. Przedstawić w postaci trygonometrycznej liczby zespolone:

(a) 1;

(b) −3;

(c) 2i;

(d) −i;

(e) 1 + i;

(f) 1− i;

(g) −1 +
√

3i;

(h) −
√
3
2 − 12i;

(i) 2− 2
√

3i.

Zadanie 3.6. Dla podanych liczb zespolonych z i w obliczyć z · w oraz z
w

i w
z
:

(a) z = 2
(
cos π

2 + i sin π
2

)
oraz w = 3

(
cos π

3 + i sin π
3

)
;

(b) z = 5
(
cos 34π + i sin 34π

)
oraz w =

(
cos 23π + i sin 23π

)
.

Zadanie 3.7. Oblicz:

(a) (2i)5;

(b) (1 + i)8;

(c) (−1 +
√

3i)5;

(d)
(
−
√
3
2 − 12i

)10
.

Zadanie 3.8. Bez posługiwania się postacią trygonometryczną, oblicz pierwiastek kwadratowy
następujących liczb zespolonych:

(a) 8 + 6i; (b) 3 + 4i.

Zadanie 3.9. Oblicz następujące pierwiastki z liczb zespolonych:

(a)
√

1;

(b) 3
√
−1;

(c) 3
√

1 + i;

(d) 4
√
−64;

(e) 8
√

1.

Zadanie 3.10. Podaj interpretację geometryczną następujących zbiorów liczb zespolonych:

(a) {z ∈ C : |z| > 3};

(b) {z ∈ C : Re z = 2};

(c) {z ∈ C : Im z2 = 2};

(d)
{
z ∈ C : arg z = π

3

}
.
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Odpowiedzi

Zadanie 3.1. (a) 1− i; (b) 1 + 2i; (c) −6 + 7i; (d) −3i; (e) 4i; (f) 1.

Zadanie 3.2. (a) 6− 2i; (b) 6i; (c) −i; (d) 18 + 4i; (e) −8− 6i; (f) 52 − 12i.

Zadanie 3.3. (a) z = 3
2 − 2i; (b) z1 =

√
2 + i lub z2 = −

√
2 + i.

Zadanie 3.4. (a) z1 = −1− i lub z2 = −1 + i; (b) z1 = 1− 2i lub z2 = −1 + 2i; (c) z1 = −2
lub z2 = i lub z3 = −i; (d) z1 = −1 lub z2 = 2i lub z3 = −2i.

Zadanie 3.5. (a) z = cos 0 + i sin 0; (b) z = −3(cosπ + i sin π); (c) z = 2
(
cos 12π + i sin 12π

)
;

(d) z = cos 32π + i sin 32π; (e) z =
√

2
(
cos 14π + i sin 14π

)
; (f) z =

√
2
(
cos 74π + i sin 74π

)
;

(g) z = 2
(
cos 23π + i sin 23π

)
; (h) z = cos 76π + i sin 76π; (i) z = 4

(
cos 53π + i sin 53π

)
.

Zadanie 3.6. (a) z·w = 6
(
cos 56π+i sin 56π

)
, z
w

= 2
3

(
cos 16π+i sin 16π

)
, w
z

= 3
2

(
cos 116 π+i sin 116 π

)
;

(b) z · w = 5
(
cos 1712π + i sin 1712π

)
, z
w

= 5
(
cos 112π + i sin 112π

)
, w
z

= 1
5

(
cos 2312π + i sin 2312π

)
.

Zadanie 3.7. (a) 32i; (b) 16; (c) −16(1 +
√

3i); (d) 12 −
√
3
2 i.

Zadanie 3.8. (a) z0 = 3 + i oraz z1 = −3− i; (b) z0 = 2 + i oraz z1 = −2− i.

Zadanie 3.9. (a) z0 = 1, z1 = −1; (b) z0 = 1
2 +

√
3
2 i, z1 = −1, z2 = 1

2 −
√
3
2 i;

(c) z0 = 6
√

2
(
cos 112π+i sin 112π

)
, z1 = 6

√
2
(
cos 34π+i sin 34π

)
= 2−

1
3 (−1+i), z2 = 6

√
2
(
cos 1712π+i sin 1712π

)
;

(d) z0 = 2 + 2i, z1 = −2 + 2i, z2 = −2 − 2i, z3 = 2 − 2i; (e) z0 = 1, z1 =
√
2
2 (1 + i), z2 = i,

z3 =
√
2
2 (−1 + i), z4 = −1, z5 = −

√
2
2 (1 + i), z6 = −i, z7 =

√
2
2 (1− i).

Zadanie 3.10.

(a)
Im z

Re z

3

(b)
Im z

Re z2

(c)
Im z

Re z

(d)
Im z

Re z

π
3

3


