GRANICA I CIAGLOSC FUNKCJI

Przykltad 7.1. (a) Méwimy, ze funkcja f: A — R, gdzie A C R, spelnia warunek Lipschitza,
jesli istnieje taka liczba L € R, ze

|f(x1) — f(zo)| < Llzy — 22| dla dowolnych zq, x5 € A.
Jest to rownowazne temu, ze wykres funkcji f ,znajduje sie” pomiedzy prostymi o rownaniach

y = f(xg) + L(x — xg) oraz y = f(xg) — L(x — xg), przy dowolnym ustalonym zy € A. Funkcja
f speliajaca warunek Lipschitza jest ciagta.

Dodajmy, ze warunek Lipschitza jest tylko warunkiem dostatecznym ciggtosci, ale nie jest to

warunek konieczny.

(b) Funkcja identycznosciowa x +— x, gdzie x € R, jest oczywiscie funkcja ciagla, a zatem kazdy
wielomian x — ag + a1 + ... + a,x", gdzie aq, ..., a, € R, jest funkcja ciagta.
Ponadto funkcja wymierna

ag+arx+ ...+ a,x"
'_)
bo + byz + ...+ byan’

okreslona w zbiorze tych x € R, dla ktorych mianownik jest rézny od zera, jest funkcja ciagta

T

(zaktadamy oczywiscie, ze wielomian wystepujacy w mianowniku nie znika tozsamosciowo).

(c¢) Funkcje trygonometryczne x +— cosz oraz = — sinx okreslone dla = € R spetniaja warunek
Lipschitza ze stala L = 1. Funkcje cosinus oraz sinus sa wiec ciggte na R. Ponadto wobec
Twierdzenia 7.8 mozemy stwierdzi¢, ze funkcje

sin x cos
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sg ciggle.

(d) Niech a > 0. Rozwazmy funkcje wykladnicza = +— a® okreslona dla z € R. W oparciu
o wtlasnosci potegi o wyktadniku rzeczywistym wnioskujemy, ze funkcja x — a® jest $cisle
rosnaca dla a > 1 oraz Scisle malejaca dla 0 < a < 1 (oczywiscie dla a = 1 funkcja z — a” jest
stala i réwna 1). Mozna tatwo uzasadnié, ze funkcja wyktadnicza jest ciagta.
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(e) Oznaczmy przez f funkcje potegowa, to znaczy f(y) = y" dla y € R, gdzie n jest ustalona
liczba naturalna. Rozwazmy dwa przypadki. Jesli n jest liczba parzysta, to f nie jest roznowar-
tosciowa i dlatego nie posiada ona funkcji odwrotnej. Jednak zawezenie g funkeji f do przedziatu

[0, +00) jest funkcja $cisle rosnaca, wiec posiada funkcje odwrotna zwana funkcjg pierwiastkowq.

W przypadku, gdy n jest liczbg nieparzysta, f jest funkcja Scisle rosnaca, a wigc posiada
funkcje odwrotna, zwang tak jak w poprzednim przypadku funkcjg pierwiastkowq.

Bazujac na Twierdzeniu 7.11 mozna uzasadnié¢, ze w obydwu przypadkach funkcja pierwiast-
kowa jest ciggta.

(f) Niech a > 0, a # 1 oraz niech f(y) = a¥ dla y € R. Funkcja f jest $cisle monotoniczna,
a zatem posiada funkcje odwrotna, ktéra nazywamy funkcjg logarytmiczng przy podstawie a.

Wykorzystujac Twierdzenie 7.11 mozna uzasadni¢, ze funkcja logarytmiczna jest ciagta.

Dodajmy, ze logarytm przy podstawie e nazywa si¢ logarytmem naturalnym i oznacza sie go
symbolem In, tj. Inz = log, x, gdzie x > 0. Ponadto funkcje e oznacza sie czesto symbolem
exp .

(g) Funkcjami cyklometrycznymi nazywa sie funkcje odwrotne wzgledem zawezeni funkeji trygo-
nometrycznych.

Oczywiscie funkcja sinus nie posiada funkcji odwrotnej, poniewaz nie jest roznowarto$ciowa.
Oznaczmy przez f funkcje sinus zawezona do przedziatu [—%7‘(‘ 7r] Funkcja f jest Scisle rosngca,
a zatem posiada funkcje odwrotna, zwang arcus sinus, ktérg oznaczamy przez arc sin. Dla danego

€ [~1,1], arcsinz jest wiec ta jedyna liczbg y € [—im, i7], dla ktérej siny = z. Na mocy

Twierdzenia 7.11 arcus sinus jest funkcja ciggly.

Niech g oznacza funkcje tangens zawezona do przedziatu (—57r 7r) Funkcja g jest Scisle
rosnaca, a zatem posiada funkcje odwrotng, zwang arcus tangens, ktora oznaczamy przez arc tg.
Dla danego x € R, arctgz jest ta jedyng liczba y € (—f7r 7T) dla ktorej tgy = x. Na mocy

Twierdzenia 7.11 arcus tangens jest funkcja ciggta.

Podobnie mozna zdefiniowa¢ funkcje arcus cosinus oraz arcus cotangens, oznaczane odpo-
wiednio przez arc cos i arc ctg, jako funkcje odwrotne wzgledem funkcji y — cosy, 0 <y <«
oraz y — ctgy, 0 <y < m.



