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ROZDZIAL ].

Twierdzenia o punktach statych

Zadanie 1 ([10, s. 17, 1.6.3]). Niech f: X — X bedzie odwzorowaniem dowolnego,
niepustego zbioru X w siebie. Uzasadni¢, ze jesli f := fo---o f posiada doktadnie jeden
—_———

n razy

punkt staty dla pewnego n € N, to wowczas f posiada doktadnie jeden punkt staty.

Zadanie 2 ([10, s. 17, 1.6.1]). (a) Udowodnié, ze zalozenie o zupelnodci w Zasadzie
Kontrakcji Banacha nie moze by¢ pominigte.

(b) Udowodnié¢, ze warunek ,d(f(z), f(y)) < ad(z,y),a < 17 w Zasadzie Kontrakeji
Banacha nie moze by¢ ostabione przez warunek ,d(f(z), f(y)) < d(z,y) dla x # y”.

Zadanie 3. Uzasadnié, ze punkt (b) z poprzedniego zadania jest réwniez prawdziwy
w przypadku przestrzeni ograniczone;j.

Zadanie 4 ([10, s. 17, 1.6.1]). Uzasadni¢, ze jesli (X, d) jest zwartg przestrzenia metryczna
oraz f: X — X spehia nieréwnos¢ d(f(z), f(y)) < d(z,y) dla z # y, to f posiada jedyny
punkt staty.

Zadanie 5 ([10, s. 18, 1.6.8]). Niech (X, d) be zupelna przestrzenia metryczna oraz niech
f: X — X bedzie odwzorowaniem suriektywnym i rozszerzajacym (to znaczy istnieje 3 > 1
takie, ze d(f(x), f(y)) > pd(x,y), dla z,y € X). Uzasadni¢, ze f jest bijekcja oraz posiada
jedyny punkt staty z taki, ze f~"(u) := (f~1)"(u) — z dla kazdego u € X.

Zadanie 6. Udowodni¢, ze istnieje zwarta przestrzen metryczna X, para punktow a,b € X,
stata o € (0, 1) oraz odwzorowanie f: X — X nie posiadajace punktéw statych i takie, ze

d(f(x), f(y)) < ad(z,y), o ile {z,y} # {a, b} oraz d(f(a), f(b)) = d(a,b).

Zadanie 7 ([10, s. 25, 2.2.1]). Niech odwzorowanie K : [0,1] x [0, 1] x R — R bedzie ciagte
oraz niech spetnia warunek Lipschitza wzgledem trzeciej zmiennej: |K (¢, s, z)— K (t, s,y)| <
alr — y| dla wszystkich s,t € [0, 1], z,y € R, gdzie a € (0,1). Udowodnié, ze dla dowolnej
funkcji v € C0, 1], nieliniowe réwnanie catkowe Volterry

u(t) =v(t) + /Ot K(t, s,u(s))ds, t €10,1], (7.1)
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posiada jedyne rozwiazanie u € C[0, 1]. Ponadto, dla dowolnej funkeji ug € C[0, 1], ciag
(tn )nen zdefiniowany wzorami u, (t) == v(t) + f; K(t, s, un_1(8)>ds dla n € N jest zbiezny
do tego rozwiazania, jednostajnie na przedziale [0, 1].

Zadanie 8 ([10, s. 2, 1.3.1]). Udowodni¢, ze dowolna kontrakcja f: X — X, gdzie (X, d)
jest przestrzenia metryczna, spelnia warunek

Ve>030=9(e) >0V € X: d(z, f(z)) <d = f(B(z,e)) C B(x,¢). (8.1)

Zadanie 9 ([10, s. 12, 1.3.1]). (a) Udowodnié, ze istnieje zupelna przestrzen metrycz-
na X oraz odwzorowanie f: X — X spelniajace warunek (8.1), posiadajace punkt
staty, ktoére nie jest ciagte.

(b) Udowodnié, ze dowolne odwzorowanie spetniajace warunek (8.1) jest ciagte w kazdym
swoim punkcie statym.

Zadanie 10. Udowodnié, ze dowolne odwzorowanie ciggte F': [0, 1] — [0, 1] posiada punkt
staly.

Zadanie 11. Udowodnic¢, ze uktad réwnan

=0
|Iyl =" (11.1)
2y° — 1 =sin(z + y)

posiada rozwiazanie.

Zadanie 12 ([15, s. 590]). Stosujac twierdzenie Schaudera udowodnié¢, ze domknieta kula
jednostkowa B w przestrzeni C'([—1,1]) nie jest zwarta.

Zadanie 13. Niech X = C':=[-1,1], A:= {—1,1} oraz niech funkcja f: X — C bedzie
okres$lona wzorem x — —z. Udowodnié, ze f € K4(X, C) oraz, ze odwzorowanie f jest
istotne.

Zadanie 14 ([10, s. 72, 4.9.34]). Niech p: E — R, bedzie funkcja zdefiniowana na
przestrzeni unormowanej F taka, ze p~1({0}) = {0} oraz p(Az) = Ap(z) dla A > 0. Niech
C C FE bedzie zbiorem wypuktym, U C C' zbiorem otwartym takim, ze 0 € U oraz niech
f: U — C bedzie odwzorowaniem zwartym. Zalézmy, ze dla x € OU spekiony jest jeden
z nastepujacych warunkow:

(a) p(f(z)) <p(z);
(b) p(f(x)) < p(f(x) —x);
(©) p(F @) < {f ()" + () ~ )" dlia pewnego k > 1.

Udowodni¢, ze odwzorowanie f posiada punkt staty.

Zadanie 15 ([10, s. 49, 3.8.16]). Niech X bedzie przestrzenia posiadajaca wtasno$é punktu
statego. Udowodni¢, ze kazdy retrakt zawarty w X jest rowniez przestrzenia z whasnoscig
punktu statego.

Zadanie 16 ([10, s. 49, 3.8.19]). Udowodni¢, ze domknieta kula jednostkowa B w [? nie
jest przestrzenia z wtasnosciag punktu statego.
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Miary niezwartosci

Zadanie 17. (a) [10, s. 55, Dowdd 4.2.3] Udowodnié, ze jesli podzbiér A przestrzeni
metrycznej X jest warunkowo zwarty, to dla dowolnego ¢ > 0 istnieje skonczony
zbior {cq,...,c,} C A taki, ze A C Up_; B(cx, ).

(b) Udowodnié, ze niepusty podzbiér przestrzeni metrycznej zupetnej jest warunkowo
zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest on catkowicie ograniczony.

Zadanie 18. Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni unormowanej oraz niech (-) oznacza
srednice odpowiedniego zbioru. Sprawdzi¢, ze:

(a) 0(A) =d(A);

(b) 0(AA) = |A\|6(A), gdzie A jest elementem ciata skalarow;

(¢) d(conv A) = §(A), gdzie conv A oznacza powloke wypukta zbioru A.

Zadanie 19. Niech v oznacza miare niezwartos$ci o lub 3. Udowodni¢, ze dla dowolnych
podzbioréw A, B przestrzeni Banacha E zachodzg wlasnosci 7°, 8% i 9Y.

Zadanie 20. Sprawdzi¢, ze metryka d w przestrzeni liniowej V nad cialem R jest wy-
znaczona przez pewna norme ||-|| wtedy i tylko wtedy, gdy metryka ta jest translacyjnie
niezmiennicza i bezwzglednie jednorodna.

Zadanie 21. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem R z metryka translacyjnie
niezmienniczg d. Sprawdzié, ze: 6(A+ B) < §(A) + 6(B) dla dowolnych zbioréw A, B C V.

Zadanie 22. Rozwazmy na przestrzeni R? metryke promienisty, ktora dla z;, 2o € R?
zdefiniowana jest nastepujacym wzorem:

p(z1, 22), jezeli 6, z1, zo sa wspoétliniowe,
dp(zla ZQ) =
p(z1,0) + p(22,0), w przeciwnym przypadku,

gdzie p oznacza metryke euklidesowa oraz 6 = (0,0). Sprawdzi¢, ze

(a) metryka d, jest bezwzglednie jednorodna;
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(b) przestrzen metryczna (R?,d,) jest zupelna;
(c¢) metryka d, nie pochodzi od normy;
(d) topologia wyznaczona przez metryke d, nie jest liniowa.

Zadanie 23. Rozwazmy metryke ,rzeka’, ktora dla vy = (z1,y1),v0 = (T2,12) € R?
zdefiniowana jest nastepujacym wzorem:

)y = e, gdy x1 = 12,
dr <U17 U2) —
[y1] + |y2| + |21 — 22|, gdy 21 # 22
Sprawdzi¢, ze:

(a) metryka d,. jest bezwzglednie jednorodna;
(b) metryka d, nie pochodzi od normys;
(c) przestrzen metryczna (R?, d,) jest zupelna,;
(d) topologia wyznaczona przez metryke d, nie jest liniowa.

Zadanie 24. Uzasadnié¢, ze topologia na R? wyznaczona przez metryke promienisty,
i metryke ,rzeka” nie sg poréwnywalne.

Zadanie 25 ([8, s. 399, Example 1]). Niech funkcja f: R? — R? bedzie okreslona wzorem
f(z,y) = (%“,y) Udowodnié, ze f jest ciagta w metryce ,rzeka”, ale nie w metryce
promieniste;.

Zadanie 26. Niech funkcja f: R? — R? bedzie okre$lona wzorem
fz,y) = [£ Q?] He
Wykazaé, ze f jest ciagla w metryce promienistej, ale nie w metryce ,rzeka”.

Zadanie 27. Niech X bedzie zbiorem nieskonczonym. Pokazac, ze miara niezwartosci
Kuratowskiego dowolnego niepustego podzbioru przestrzeni metrycznej (X, d), gdzie d jest
metryka dyskretna, wyraza si¢ nastepujacym wzorem:

1, gdy A jest zbiorem nieskonczonym,
a(A) =

0, gdy A jest zbiorem skonczonym.
Zadanie 28. Uzasadni¢, ze:

(a) wlasnosci 4° oraz 8° miary « nie musza by¢ spelnione w przestrzeniach wektorowych
z metryka, ktéra nie jest bezwzglednie jednorodna;

(b) w przestrzeni wektorowej z metryka bezwzglednie jednorodna spetniona jest nierdw-
nos¢
ha(A) < a( U /\A>, h >0,
0<A<h
gdzie A jest dowolnym ograniczonym podzbiorem tej przestrzeni; stwierdzi¢, ze nawet
w takich przestrzeniach nierownos$¢ odwrotna nie musi zachodzi¢;
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(c) wlasnosé 6° jest spelniona w przestrzeni wektorowej z metryka, ktéra jest translacyjnie
niezmiennicza, natomiast nie musi ona by¢ spetniona w przestrzeniach wektorowych
z metryka, ktora nie jest translacyjnie niezmiennicza;

(d) wlasno$¢ 7° nie musi by¢ spetniona w przestrzeniach wektorowych z metryka, ktéra
bezwzglednie jednorodna ani w przestrzeniach wektorowych z metryks, ktéra jest
translacyjnie niezmiennicza.

Zadanie 29 ([7, s. 178, Theorem 2|). Rozwazmy przestrzen R? z metryka ,rzeka”. Niech
D bedzie jej ograniczonym podzbiorem. WprowadZmy nastepujace oznaczenia.

- Méwimy, ze liczba y € R spelnia warunek A*(D), gdy dla kazdego € > 0 istnieje
nieskonczenie wiele punktéw w D, o parami réznych odcietych i rzednych lezacych
w przedziale (y — ¢, y].

- Méwimy, ze liczba y € R spelia warunek A, (D), gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje
nieskonczenie wiele punktéw w D, o parami réznych odcietych i rzednych lezacych
w przedziale [y,y + ).

- Niech y*(D) oznacza supremum wartosci bezwzglednych liczb spelniajacych co
najmniej jeden z powyzszych warunkéw (lub zero, gdy nie istnieje ani jedna taka
liczba).

(a) Udowodni¢, ze jezeli nie istnieje liczba spelniajaca cho¢ jeden z warunkéow A*(D),
A.(D), to zbiér D sklada si¢ ze skonczenie wielu czesci, z ktorych kazda zawarta
jest w pewnej prostej pionowej, a zatem jest on zwarty.

(b) Udowodnié¢, ze w przeciwnym przypadku a(D) > 2y*(D).

(¢) Niech R,p, przy czym a € R, b > 0, bedzie prostokatem [a — b,a + b] x [—b, b].
Udowodni¢, ze a(R,p) = 2b.

(d) Wykazaé, ze (D) < y*(D).
(e) Wywnioskowa¢ stad, ze a(D) = 2y*(D) oraz 5(D) =y * (D).

Zadanie 30 ([7, s. 179, Theorem 4]). Rozwazmy przestrzefi R? z metryka radialna. Niech
D bedzie jej ograniczonym podzbiorem. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia.

- Méwimy, ze liczba w € R spelnia warunek W*(D), gdy dla kazdego € > 0 istnieje nie-
skoficzenie wiele punktéw v w D, spetniajacych warunek w—e < ||v||, < w i lezacych
na parami roéznych prostych przechodzacych przez poczatek uktadu wspotrzednych.

- Moéwimy, ze liczba w € R spelia warunek W, (D), gdy dla kazdego € > 0 istnieje
nieskonczenie wiele punktéw v w D, spemiajacych warunek w < |jv|, < w +
€ i lezacych na parami réznych prostych przechodzacych przez poczatek uktadu
wspotrzednych.

- Niech w*(D) oznacza supremum wartosci bezwzglednych liczb spehiajacych co
najmniej jeden z powyzszych warunkéw (lub zero, gdy nie istnieje ani jedna taka
liczba).
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(a) Udowodnié, ze jezeli nie istnieje liczba spetniajaca cho¢ jeden z warunkéw W*(D),
W.(D), to zbiér D sktada sie ze skonczenie wielu czesci, z ktorych kazda zawarta
jest w pewnej prostej przechodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych, a zatem
jest on zwarty.

(b) Udowodnié¢, ze w przeciwnym przypadku «(D) > 2w*(D).
(¢) Wykazaé, ze (D) < w*(D).
(d) Wywnioskowaé stad, ze a(D) = 2w*(D) oraz f(D) = w*(D).

Zadanie 31. Udowodni¢ lemat Ambrosettiego dla funkcji o wartosciach w przestrzeni
wektorowej z metryka translacyjnie niezmiennicza, to jest pokazaé, ze jesli J jest zwartym
podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, p), V jest przestrzenia wektorowa z metryka
translacyjnie niezmiennicza d, a H jest jednakowo ciagta i wspoélnie ograniczona rodzina
funkcji h: J — V, to a(H(J)) = maxyey a(H(t)), gdzie H(J) = {h(J): h € H} oraz
H(t)={h(t):he H} dlat € J.

Zadanie 32 ([13, s. 174, Cwiczenie 8]). Udowodnié nastepujace uogdlnienie twierdzenie
Cantora. Niech F;, t € T, bedzie rodzing zbioréw domknietych w przestrzeni metrycznej
zupetnej speliajaca nastepujace warunki:

(i) przekrdj skoniczonej liczby zbioréw F; jest niepusty;
(11) infteT Oé(Ft) = 0.
Wowezas (er Fiy # 0.

Zadanie 33. Poda¢ przyktad odwzorowania, ktére spetnia zatozenia twierdzenia Sadow-
skiego o punkcie staltym, ale nie spetnia zatozen twierdzenia Darbo.
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Przestrzenie metryczne hiperwypukte

Zadanie 34 ([11, s. 394, Uwaga po Definition 2.3]). Niech (X, d) bedzie przestrzenia
metryczng. Wykazaé rownowaznos$é nastepujacych warunkow:

(a) przestrzen X jest catkowicie wypukta,
(b) jezeli d(z,y) = r + s, to kule domkni¢te B(z,r) i B(y, s) przecinaja si¢,
(c) jezeli d(z,y) < r + s, to kule domkniete B(z,r) i B(y, s) przecinaja sie.

Zadanie 35 ([2, s. 407, Remark 1]). Wykazaé, ze jezeli T: X — Y jest odwzorowaniem
jednostajnie cigglym z przestrzeni catkowicie wypuktej X do przestrzeni metrycznej Y, to
jego minimalny modut ciaggtosci jest subaddytywny.

Zadanie 36 ([5, s. 20, Lemma 3.1.14]). Niech X,Y beda przestrzeniami metrycznymi, A C
X i B CY beda zbiorami niepustymi oraz T: X — B bedzie odwzorowaniem o module
ciaglosci w. Wykazaé, ze istnieje maksymalne rozszerzenie T odwzorowania T, majace
ten sam modut ciggtosci i odwzorowujace kazdy punkt spoza dziedziny odwzorowania T’
w zbior B.

Zadanie 37 ([5, s. 31, Proposition 4.2.5]). Udowodnié, ze jezeli A jest podzbiorem
przestrzeni catkowicie wypuktej X, z € X \ A oraz a € A jest taki, ze d(x,a) = d(z, A),
to a lezy na brzegu zbioru A.

Zadanie 38 ([5, s. 30, Example 4.1.1]). Wykaza¢, ze kazdy przedzial domkniety prostej
rzeczywistej jest hiperwypukty.

Zadanie 39. Sprawdzi¢, ze przestrzen R™ z metryka euklidesowsa jest hiperwypukta wtedy
i tylko wtedy, gdy n = 1.

Zadanie 40 ([5, s. 17]). Wykaza(, ze jezeli przestrzen metryczna jest hiperwypukta, to
ma wlasnosé¢ (P), ale niekoniecznie na odwrot.

Zadanie 41 ([16, s. 66, Remark 1.2]). Wykazaé, ze hiperwypuklosé przestrzeni X jest
réwnowazna nastepujacej wlasnosci: dla dowolnej funkeji 7: X — [0, +00) spelniajacej
nieréwnosé¢ d(z,y) < r(z) + r(y) dla dowolnych z,y € X, istnieje taki punkt z € X, ze
d(x,z) < r(z) dla kazdego = € X.
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Zadanie 42 ([5, s. 30, Proposition 4.1.2]). Wykazaé, ze kazda przestrzen hiperwypukta
jest zupetna.

Zadanie 43. Udowodni¢, ze kazdy podzbiér ograniczony A w przestrzeni hiperwypukte;j
jest zawarty w pewnej kuli o promieniu %diam A.

Zadanie 44 ([5, s. 34, Example 4.3.1]). Sprawdzi¢, ze czes¢ wspélna dwoch zbiordéw
hiperwypuktych nie musi by¢ hiperwypukta.

Zadanie 45 ([5, s. 26, Theorem 3.2.5]). Udowodni¢, ze retrakt nierozszerzajacy przestrzeni
hiperwypuktej jest hiperwypukty.

Zadanie 46 ([5, s. 26, Example 3.2.6]). Wykazaé, ze obraz przestrzeni hiperwypuklej
w odwzorowaniu nierozszerzajacym nie musi by¢ hiperwypukty.

Zadanie 47 ([5, s. 39, Remark 4.3.9]). Poda¢ przyklad lancucha przestrzeni hiperwypu-
ktych o pustym przekroju.

Zadanie 48 ([5, s. 41, Theorem 4.4.1]). Wykaza¢, ze produkt dwéch przestrzeni hiperwy-
puktych z metryka ,maksimum” jest przestrzenig hiperwypukta.

Zadanie 49 ([5, s. 50, Theorem 4.5.8]). Podaé przyktad podprzestrzeni liniowe] przestrzeni
R? z normg ,maksimum”, ktéra nie jest hiperwypukta.

Zadanie 50 ([5, s. 55, Example 4.6.4]). Udowodni¢, ze odcinek metryczny jest powloka
hiperwypukta przestrzeni dwupunktowej.

Zadanie 51 ([9, s. 334, 1.16]). Skonstruowaé¢ powtoke hiperwypukla przestrzeni trzypunk-
towej.

Zadanie 52 ([5, s. 63, Example 4.6.21]). Udowodnié, ze powtoka hiperwypukta ¢y w [*°
jest cala przestrzen [*°.

Zadanie 53 ([5, s. 76, Corollary 5.2.3]). Udowodni¢, ze ciagle odwzorowanie przestrzeni
hiperwypuktej zwartej w siebie ma punkt staty.

Zadanie 54 ([11, s. 397, Uwaga po Definition 3.4]). Udowodni¢, ze niepusty przekrdj
zbioréw dopuszczalnych jest dopuszczalny.

Zadanie 55 ([11, s. 398, Theorem 3.10]). Udowodnié, ze dopuszczalny podzbior przestrzeni
hiperwypuktej H jest hiperwypukty.

Zadanie 56 ([5, s. 41, Proposition 4.2.6]). Udowodnié, ze jezeli A jest dopuszczalnym pod-
zbiorem przestrzeni hiperwypuktej H, to kazdy punkt przestrzeni H ma punkt najblizszy
w A.

Zadanie 57 ([5, s. 43, Proposition 4.2.10]). Niech H bedzie przestrzenia hiperwypukla,
A = Mea B(xy, 7)) bedzie zbiorem dopuszczalnym oraz r > 0. Wykazac, ze wowczas
Uzea B(Ia T) = ﬂ)\eA B<J;>\7 T+ T)'

Zadanie 58 ([5, s. 36, Lemma 4.3.7]). Udowodni¢, ze cze$¢ wspdlna tancucha dopuszczal-
nych podzbioréow przestrzeni hiperwypuktej jest niepusta.
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Funkcje o ograniczonej wariacji

Zadanie 59 ([1, Proposition 1.3(d), p. 56]). Wykazaé, ze jesli f: [a,b] — R jest funkcja
o ograniczonej wariacji w sensie Jordana, to jest ona ograniczona oraz || f||., < |f(a)| +

var(f; [a, b]).

Zadanie 60 ([1, Proposition 1.3(a), p. 56]). Wykazad, ze jesli f, g: [a,b] — R sa funkcjami
o ograniczonej wariacji w sensie Jordana, to rowniez f-+g¢ jest funkcja o ograniczonej wariacji
w sensie Jordana oraz zachodzi nieréwnosé var(f + g; [a, b]) < var(f;[a,b]) + var(g; [a, b]).

Zadanie 61 ([1, Proposition 1.3(e), p. 56]). Pokazaé, ze kazda funkcja monotoniczna
f: [a,b] — R posiada ograniczona wariacj¢ w sensie Jordana oraz var(f;[a,b]) = |f(b) —

f(a)l.

Zadanie 62 ([1, Proposition 1.10, p. 62]). Pokaza¢, ze jesli f, g: |a,b] — R sa funkcjami
o ograniczonej wariacji w sensie Jordana, to

var(fg; [a,0]) < || f]lo var(g; [a,0]) + [lgll var(f;[a,b]).

Zadanie 63 ([1, Proposition 1.3(g), p. 56]). Pokaza¢, ze wariacja w sensie Jordana jest
funkcjg addytywna przedziatu, to jest zachodzi nastepujaca rownosé

var(f; [a, b]) = var(f;[a, c]) + var(f;[c,0]), ¢ € [a,b],
gdzie f: [a,b] — R jest funkcja o ograniczonej wariacji w sensie Jordana.

Zadanie 64 ([1, Exercise 1.1, p. 104]). Pokazaé, ze jezeli funkcje f,g: [a,b] — R sa
funkcjami o ograniczonej wariacji w sensie Jordana i ponadto m := inf,cp4|g(x)| > 0, to
iloraz f/g jest takze funkcja o ograniczonej wariacji w sensie Jordana.

Zadanie 65 ([12, p. 60]). Pokaza¢, ze jezeli funkcja f: [a,b] — R spelnia warunek
Lipschitza', to ma ona ograniczona wariacje w sensie Jordana, przy czym var(f;[a,b]) <
L(b—a). Czy kazda funkcja o ograniczonej wariacji w sensie Jordana musi spelnia¢ warunek
Lipschitza?

'Przypomnijmy, ze funkcja f: [a,b] — R spelnia warunek Lipschitza, gdy istnieje taka stata L > 0, ze
|f(x) — f(y)| < L|z — y| dla dowolnych z,y € [a, b]. Zauwazmy, iz funkcje spelniajace warunek Lipschitza
sa jednostajnie ciagte.
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Zadanie 66 ([1, Exercise 1.3, p. 104]). Pokazaé, ze jesli f: [a,b] — R jest funkcja o
ograniczonej wariacji w sensie Jordana, to réwniez | f| jest funkcja o ograniczonej wariacji
w sensie Jordana oraz zachodzi nieréwnos¢

var(|f]; [a, 0]) < var(f;[a, b]).

Zadanie 67 ([1, Exercise 1.4, p. 104]). Poda¢ przyktad funkeji f: [0,1] — R o nieograni-
czonej wariacji w sensie Jordana takiej, ze | f] jest funkcja o ograniczonej wariacji w sensie
Jordana.

Zadanie 68 ([1, Example 1.4, p. 58]). Poda¢ przyktad funkcji o ograniczonej wariacji w
sensie Jordana, ktora nie jest monotoniczna na zadnym przedziale.

Zadanie 69 ([14, Exercise 2.3, p. 41]). Pokazaé, ze jezeli f: [a,b] — R jest funkcja klasy
O to

var(f; o 8)) = [ 1 (0lar. (69.1)

Zadanie 70 ([12, p. 61]). Niech g: [a,b] — R bedzie funkcja ciagta oraz niech ¢ € R.
Obliczy¢ wariacje w sensie Jordana funkcji f: [a,b] — R danej wzorem:

Flz) = c + /;g(t)dt.

Zadanie 71. Rozwazmy funkcje f: [0,1] — R dana wzorem:

0, jezeli x = 0,
o=

?sint, jezeli z € (0,1].
Pokaza¢, ze 2 < var(f;[0,1]) < 3.
Zadanie 72 ([1, Example 1.8]). Pokaza¢, ze funkcja f: [0,1] — R dana wzorem:

rsint dlaz € (0,1],
flay = oo e € O
0 dla z = 0,

jest ciagla, ale f ¢ BV[0, 1].

Zadanie 73 ([1, Exercise 1.15]). Dla danej funkcji f: [a, b] — R niech vy(x) = var(f;[a, z])
dla x € [a,b]. Wyznacz wzér funkeji vy, jezeli f(z) = sinz oraz [a, b] = [0, 27].

Zadanie 74 ([6, Example 4]). Poda¢ przyktad funkcji speliajacej warunek Holdera?
z wyktadnikiem %, ktora nie jest funkcjg o ograniczonej wariacji w sensie Jordana. Czy
istnieja funkcje spetniajace warunek Holdera z wyktadnikiem o € [0, 1], ktére sa funkcjami
o ograniczonej wariacji w sensie Jordana, ale nie sg funkcjami statymi?

2Przypomnijmy, ze funkcja f: [a,b] — R spelia warunek Holdera z wyktadnikiem o € [0, 1], gdy
istnieje taka stala L > 0, ze |f(z) — f(y)| < L|z — y|* dla z,y € [a,b].
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Funkcje prawieokresowe

Zadanie 75 ([3, Zadanie 85, p. 42]). Pokazaé, ze jezeli istnieje taka liczba a # 0, ze

fle+a)= L+ /@) dlaz € R, (75.1)

“ 1)
gdzie f: R — R\ {1}, to f jest funkcja okresows.

Zadanie 76 (por. [3, Zadanie 35, p. 111] lub [4, Exercise 5.16]). Pokaza¢, ze jedynym
nietrywialnym! rozwigzaniem nastepujacego réwnania funkcyjnego

flx+y) + fly—=)=2f(2)f(y), =ryeR, (76.1)

w klasie funkcji ograniczonych i dwukrotnie rézniczkowalnych w sposob ciagly na R jest
f(z) = cosazx, gdzie a jest ustalong liczba rzeczywista rézna od zera.

Zadanie 77. Niech f: R — R bedzie funkcja okresowa. Pokazac, ze jezeli f jest réznicz-
kowalna, to pochodna f’ jest takze funkcjg okresows. Czy funkcja pierwotna ciggtej funkcji
okresowej jest funkcja okresowg?

Zadanie 78 ([3, Zadanie 259, p. 124] lub [12, p. 119]). Niech f: R — R bedzie funkcja
ciagla (lokalnie catkowalng) i okresowa o okresie w > 0. Pokazaé, ze dla dowolnego a € R
oraz n € N zachodzi wzor

/aﬁnw f(s)ds = n/ow f(s)ds.

Zadanie 79 ([18, Remark, p. 88]). Niech f: R — R bedzie ciagta funkcja okresowa o

okresie w > 0. Uzasadni¢, ze
1

w
Zadanie 80. Pokaza¢, ze zbiér wzglednie gesty mozna w sposob réwnowazny zdefiniowaé
przy pomocy zaréwno przedziatow domknietych jak i otwartych.

Zadanie 81 ([17, p. 23] lub [18, Example, p. 20]). Zbadaé, ktéry z nastepujacych pod-
zbiorow zbioru liczb rzeczywistych jest wzglednie gesty:

IPrzypomnijmy, ze rozwigzanie nazywamy nietrywialnym, gdy jest ono rézne od funkeji stalej.
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(a) A={£k?: ke Ny} (b) B = {£kz : k € Ng}.

Zadanie 82 (por. [17, Przyktad 1.1]). Pokazaé, ze funkcja f: R — R dana wzorem
f(z) = cos ax + cos Bz, gdzie a, B € R\ {0} sa niewspotmierne, jest prawieokresowa, ale
nie jest okresowa.

Zadanie 83 (por. [18, Proposition 3, p. 26]). Niech f: R — R bedzie funkcja prawieokre-
sowa. Pokaza¢, ze dla dowolnego a € R zachodzi || f|| . = sup,s,|f(z)|. Wywnioskowac z
tego, ze jezeli funkcja prawieokresowa zbiega do zera, gdy * — +o00, tzn. lim, ., f(z) =0,
to f=0.
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Dodatek

Zadanie 84 ([10, s. 14, 1.4.1, oraz s. 15, 1.4.2]).  (a) Udowodni¢, ze kazda funkcja nie-
malejaca f: [0,1] — [0, 1] posiada maksymalny punkt staty.

(b) Pokazaé, ze jesli dodatkowo zatozymy ciagto$¢ lewostronna, to wtedy istnieje mini-
malny punkt staty zq oraz zo = lim,, ., f"(0).

Zadanie 85 ([10, s. 19, 1.6.26]). Niech (P, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym
i niech F bedzie niepusta rodzing przemiennych izotonicznych odwzorowan zbioru P w
siebie. Zalézmy, ze istnieje b € P takie, ze b < f(b) dla kazdego f € F i niech dowolny
tanicuch {x € P|b < x} posiada supremum. Udowodnié, ze F posiada maksymalny punkt
staty.

Zadanie 86 ([10, s. 19, 1.6.19]). Niech X, Y beda dwoma niepustymi zbiorami i niech
f: X =Y, ¢g:Y — X beda dwoma odwzorowaniami. Pokaza¢, ze X i Y moga by¢
zapisane jako rozlaczne sumy, X = X3 U Xy, Y =Y, UYs, gdzie f(X;) =Y 1 g(Y2) = Xo.
Wywnioskowa¢ stad twierdzenie Cantora—Bernsteina.

Zadanie 87 ([10, s. 169 oraz s. 34, 2.7.7]). Niech A bedzie domknietym podzbiorem
przestrzeni metrycznej X. Stosujac twierdzenie Knastera—Tarskiego pokazac¢, ze A zawiera
maksymalny zbiér doskonaty.

Zadanie 88 ([10, s. 34, 2.7.7]). Niech C' bedzie wypuktym podzbiorem przestrzeni Hilber-
ta H oraz niech f: C' — C bedzie odwzorowaniem nierozszerzajacym. Pokazaé, ze zbioér
punktéw stalych odwzorowania f jest wypukty (moze by¢ pusty).

Zadanie 89 ([10, s. 24, 2.1.6]). Niech f: B — H bedzie odwzorowaniem nierozszerzajacym,
okreslonym na kuli domknigtej zawartej w przestrzeni Hilberta H w ta przestrzen. Pokazac,
7e jesli (z|f(x)) < ||lz||” dla kazdego = € OB, to wtedy f posiada punkt staly.

Zadanie 90. Poda¢ przyktad niezupelnej przestrzeni X z iloczynem skalarnym oraz
odwzorowania nierozszerzajacego f: B — B, gdzie B jest domknietg kula w X, takiego,
ze f nie ma punktow statych.
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