ROzZDzIAL 11

RACHUNEK ROZNICZKOWY
W PRZESTRZENI R"

Z.ADANIA

Zadanie 11.1. Wyznacz dziedzine funkcji f, jezeli

1 1
(a) f(x7y):m_y7 (C) f(x7y):\/_x—y7
(b) f(z,y) = ver —ev; (d) f(z,y) =In[zIn(y — 2)].

Odpowiedz przedstaw réwniez w postaci graficznej.

Zadanie 11.2. Wyznacz zbiér punktéw nieciaglosci nastepujacych funkcji:

v dla (z, 0,0),
(a) f(x,y){\/x2—+y2 (@9} #(0,0)

0 dla (z,y) = (0,0);

x? + y?
2 dla (x,y) = (0,0);

i dla (z, 0,0),
. f(w){ (,y) # (0,0)

( x3y3

© fay) = @ryp B @0 # 00,
& dla (z,y) = (0,0);
W Jo = Ay @) # 00)
0 dla (z,y) = (0,0).

\



22y
Zadanie 11.3. Niech = dl 0,0). Pokaz, 7
adanie iech f(z,y) PR pr—T a (x,y) # (0,0). Pokaz, ze

lim <11H(1) f(z, y)) = lim (lim f(x,y)) =0,

z—0 y—0 \z—0

ale nie istnieje granica

lim  f(z,y).

(z,y)—(0,0)

Zadanie 11.4. Oblicz pochodne czastkowe pierwszego rzedu nastepujacych funkeji:

(a) f(a,y) =z —4y; (e) flw,y) = a\/y +ya~3;

(b) f(z,y) = 2%y — y’u; () flz,y) =In(z + /22 +32);
(c) flz,y) = (5a%y —y* + T)% (&) flz,y) =ye

(d) f(z,y) =In(z + Iny); (h) f(z,y) = x2e* 3

Zadanie 11.5. Wykaz ze funkcja f(z,y) = In(e® + €¥) w kazdym punkcie (z,y) € R? spetnia
réwnanie czastkowe 2 (z,y) + 2L ( y) = 1.

Zadanie 11.6. Oblicz pochodne czastkowe drugiego rzedu nastepujacych funkcji:

(a) flz,y) =2® —22%y + 3y*; (c) flw,y) = 2?sin’y;
(b) f(x,y)=§;z; (d) f(z,y) =ylnz +22Iny.

Zadanie 11.7. Niech

=y
dl 0,0
Fley) = T, a (z,y) # (0,0),
0 dla (z,y) = (0,0).
. Of *f
Pokazaé .
okazaé, ze 8x8y<0’0) # ayax(o’())

Zadanie 11.8. Oblicz gradient oraz podaj postaé¢ rézniczki funkcji f w punkcie xq, jezeli:

(a)

f(2,y) = sin(2z + ) oraz zo = (0,7);
(b) f(z,y) = 2 cos(ry) + y2e® oraz x4 = (0, 1);
f(
I

(c) f(x,y,2) = 2*yz + xy oraz xy = (1,0, 1);
(d)

x,y,z) = 2*ye* + ylnx + z + 3 oraz zy = (1,2,0).



Zadanie 11.9. Oblicz pochodne kierunkowe funkcji f w punkcie zy w kierunku wektora w:

(a)

f(z,y) = 2% —y* oraz 2y = (2,1),u:(—§7§);
(b) f(z,y) = e"siny oraz x9 = (0, %), u = (3, %);
oA
oA

(c) f
(d)

Zadanie 11.10. Znalez¢ ekstrema lokalne nastepujacych funkcji:

x,y,2) =z +y* +ayz® oraz 1o = (1,1,-1), u = (3,3, 3);

r,y,2) = In(x? + 2y* + 322 + 1) oraz xg = (O,l,?),u:(%,0,§).

(a) flz,y) =—a+ay—y*+22 —y;

(b) f(z,y) =22° + 32y +y* — 20—y + 1;
(c) flz,y) =2 +y"

(@) fag) = o+ o

(e) flz,y) = (y* + dx)e?

(f)
(8) f
(h) f(z,y,2) =2+ 2> + 2> =20+ 4y — 62 + 1,

fz,y) =16In(y + 2z) — 8z — y*;
(2,y) = 2% + 3zy% + 122y;
(i) flz,y,2) = —a® —y* — 2° + 20 + 6yz.
Zadanie 11.11. Znalez¢ najwieksza i najmniejsza wartosé¢ funkeji f w zbiorze D, jezeli

(a) f(z,y) =2*>+y?> —zy+x+y,a D jest trojkatem, ograniczonym prostymi o rownaniach
r=0,y=0,z+y+3=0;

(b) f(x,y) = 2% — 2wy + 2y, a D jest prostokatem o wierzchotkach (0,0), (3,0), (3,2), (0,2);
(¢) f(z,y) = 2zy, a D jest kotem o $rodku w punkcie (0,0) i promieniu v/2.

Zadanie 11.12. Firma chce produkowaé prostopadloscienne pudeltka o objetosci 2000 cm?.
Material na spod kosztuje trzy razy wiecej niz material na boki i wierzch. Jakie winny by¢
wymiary pudetka, aby zminimalizowa¢ koszt materialu potrzebnego na jego wykonanie?



ODPOWIEDZI

Zadanie 11.1.

(a) Dy ={(z,y) e R*: z # y} (¢) Dy ={(z,y) e R*: zy > 0}
v, , v,
> T | g
(b) Dy = {(z,y) e R?: 2z >y} (d) Dy ={(z,y) eR?®:2>0iy—a>1}U
{(z,y) eR*:2<0i0<y—xz<1}
Y, y§
T z

Zadanie 11.2. (a) 0; (b) {(0,0)}; (c) 0; (d) {(0,0)}.

Zadanie 11.4. ()8(xy)—1 8f( y) = 4(b) (a:y)—Bxy 3, a—f( y) =a2° Sym
(c) S (x,y) = 30xy(5a*y —y* +7)?, af( y) = 30527 = 3y?) 52y —y* + 7% (d) (=

)
_4 1
gﬁ(xy) o (©) H(wy) =y — dyx 3,§§(xy)—7+$3 (f) 5L(z,

) x+1n y?

) \/m7
of _ . of _ rte _ ta
5 (@ y) = m’ (g) ZE(z,y) = y(1 + y)e™™, (ffyy) = (1 + xy)e™™™;
(h) G (w,y) = (2? + 20)e™¥, GL(z,y) = —3z2e”5;

Zadanie 11.6. (a) gf:z(:zr y) = 6x — 4y, ifay@ y) = a‘angz@ y) = —dx, gg (x,y) = 6;
(b) 95 (. y) = —dy(z+y) 7, 2 (2.y) = 2o (2, y) = 2@ —y)(x+y) 7%, 95 (z,y) = da(a+y)
. 2 .
() (r,y) = 2sin’y, a%y(ﬂf v) = gg(®y) = 2esinly, ey = 2 cos2y
2 T mQ
(d) 2oz, y) = -2 +2Iny, 2(z,y) = 2 (v,y) =L + 2, 8L (a,y) = -2

Zadanie 11.8. (a) Vf(0,7) = (=2,—1), df(0,7)(h1,hy) = —2hy — hy; (b) Vf(0,1) = (0,2),
df(O, 1)<h1, hg) = 2h2, (C) Vf(]_, 0, 1) = (0, 2, O), df(]_, O, 1)(h1, hg, h3) = 2h2, (d) Vf(]_, 2, O) =
(8, 1, 3), df(l, 2, O)(hl, hg, hg) — 8h1 —|— h2 —|— 3h3

Zadanie 11.9. (a) 0,f(2,1) = —4; (b) 9, f(0,5) = 3; () 0uf(1,1,—1) = 2;(d) 9,/(0,1,2) =



Zadanie 11.10. (a) w punkcie (1,0) funkcja f ma maksimum lokalne réwne f(1,0) = 1; (b) f
nie posiada ekstreméw lokalnych; (¢) w punkcie (0,0) funkcja f ma minimum lokalne rowne
£(0,0) = 0; (d) w punkcie (1,0) funkcja f ma minimum lokale réwne f(1,0) = 2; (e) w punkcie
(—3,0) funkcja f ma minimum lokale réwne f(—3%,0) = —2¢™!; (f) w punkcie (1,2) funkcja f
ma maksimum lokale rowne f(1,2) = 161n4 — 12; (g) w punkcie (2, —2) funkcja f ma minimum
lokale réwne f(2,—2) = —16, w punkcie (—2,—2) funkcja f ma maksimum lokale réowne
f(—2,—2) = 16; (h) w punkcie (1, -1, 3) funkcja f ma minimum lokale rowne f(1,—1,3) = —11;
(i) w punkcie (1, 18,6) funkcja f ma maksimum lokale rowne f(1,18,6) = 109.

Zadanie 11.11. (a) funkcja f przyjmuje wartosé¢ najwieksza rowna 6 w dwoch punktach: (—3,0)
oraz (0,—3), a warto$¢ najmniejsza réowna —1 w punkcie (—1, —1); (b) funkcja f przyjmuje
wartos$¢ najwieksza rowna 9 w punkcie (3,0), a warto$¢ najmniejsza rowna 0 w dwoch punktach
(0,0) oraz (2,2); (c) funkcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna 2 w dwoch punktach:
(—=1,—1) oraz (1, 1), a warto$¢ najmniejsza rowna —2 w punktach (1,—1) oraz (—1,1).

Zadanie 11.12. Dlugosé pudetka: 10 cm, szerokos$é¢ pudetka: 10 cm, wysoko$é pudetka: 20 cm.



