ROZDZIAL 12

RACHUNEK CALKOWY
W PRZESTRZENI R"

ZADANIA

Zadanie 12.1. Oblicz nastepujace calki iterowane:

(a) /04</412xydy>d:1:; (d) /0
(b) /01(/x2x(:z:—y+1)dy)da:; (e) Al(/oueidw)du;
@ [ ([ ver=ras)a o [ ([([@+a0)a)a

t

Zadanie 12.2. Oblicz nastepujace catki podwojne:

(a) / / (z — 3y?)dady, gdzie D = [0,2] x [1,2]:
D

(b) // ysin(zy)dzdy, gdzie D = [1,2] x [0, 7];
D

(c) / / (z + 2y)dady, gdzie D jest obszarem ograniczonym krzywymi o réwnaniach y = 222
D

oraz y = 1 + 2%

(d) / / xydady, gdzie D jest obszarem ograniczonym krzywymi o réwnaniach y = x — 1 oraz
D
y? = 2x + 6;

(e) / / (x + y)dady, gdzie D jest obszarem ograniczonym krzywymi o rownaniach z = 0,
D
y=0oraz y+x = 3;

(f) // dzdy, gdzie D trojkatem o wierzchotkach A(1,3), B(—1,—1) oraz C(2,—4).
D



Zadanie 12.3. Dokonujac zamiany kolejnosci catkowania, oblicz:

(2) /0 1 ( / 1 sm(y?)dy) da; (b) /0 1 ( /3 3 eI2dx) dy.

Y

Zadanie 12.4. Oblicz ponizsze catki, wykorzystujac zamiane zmiennych:

(a) / / ydazdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym krzywymi o réwnaniach y? = 4 — 4x,
D

y*> = 4 + 4x oraz y > 0; PODSTAWIENIE: z(u, w) = u* — w? oraz y(u,w) = 2uw;

(b) // ey dzdy, gdzie D jest trapezem o wierzchotkach (1,0), (2,0), (0, —2) oraz (0,—1);
D

PODSTAWIENIE: z(u, w) = 3(u + w) oraz y(u,w) = 1 (u — w);
(c) // zydzdy, gdzie D jest kotem o srodku w punkcie (0,0) i promieniu 3; PODSTAWIENIE:
D
x(r, p) = rcos p oraz y(r, ) = rsin ¢;
(d) / / (3z+4y)dzdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym krzywymi o rownaniach: z2+y* = 1
D
oraz x? + y? = 4, gdzie y > 0; PODSTAWIENIE: x(r, ©) = 1 cos p oraz y(r, @) = rsin ¢.

Zadanie 12.5. Wykorzystujac catki podwojne, oblicz pole figury ograniczonej krzywymi o row-

naniach:
(a) 3z% = 25y oraz by? = 9z;
(b)) z+y=1,z+y=3,x—y=0o0raz z —2y =0.

Zadanie 12.6. Wykorzystujac catki podwdjne, oblicz objetosé bryl ograniczonych powierzch-

niami:
(a) z+2y—2=0,y=ux,y=2a" oraz z = 0;
(b) 2=0,y=0,z=0o0razx+y+ 2= 1.

Zadanie 12.7. Oblicz nastepujace catki potréjne:

(a) / / / (1 — 2+ y) dedydz, gdzie V jest szeScianem ograniczonym powierzchniami x = 41,
v
y = =1 oraz z = £1;

(b) / / / (2x + 3y — z) dedydz, gdzie V jest graniastostupem ograniczonym powierzchniami
v
x:()’y:072:0,2230ra2x+y:2;

(c) / / / zdxdydz, gdzie V jest czworoscianem ograniczonym powierzchniami x = 0, y = 0,
1%
z=0orazx+y+z2=1;

(d) / / / x_\/y_ dzdydz, gdzie V jest bryla ograniczong stozkiem 422 = 2 4 y? oraz plaszczy-
vV VR
znami x =0,y =0oraz z =1, przy czym x > 0, y > 0, z > 0.



Zadanie 12.8. Oblicz nastepujace calki potrojne, stosujac podstawienie walcowe: z(r, p, h) =
T COs ¢, 3/(7"7 2 h) = rsin @ oraz Z(T, ©, h) = h:

a 22 + y2 dedydz, gdzie V jest bryla ograniczong walcem 2 + y? = 1, paraboloid
Y Y g J yia 0g a Y a
v
2z =1— 2% — y? oraz plaszczyzng z = 4;
b e*dxdydz, gdzie V jest brylg ograniczong paraboloidg z = 1 + 2% + y?, walcem
( ydz, g j via og ap 3 Y2
1%
2?2 +y? = 5 i plaszczyzng 2z = 0.

Zadanie 12.9. Wykorzystujac catki potrojne, oblicz objeto$¢ bryt ograniczonych powierzchniami

o réwnaniach:
(a) z=142+y,2=0,y=0,z=0o0raz z+y = 1;
(b) z =22+ y? oraz z = 36 — 3z% — 3y°.

Zadanie 12.10. Wyznacz $rodek ciezkosci walca ograniczonego powierzchniami o rownaniach
v +y* =1, z = 0 oraz 2z = 3, wiedzac, ze jego gestos¢ jest wyrazona wzorem p(z,y,z) = 2z.

Zadanie 12.11. Wyznacz $rodek ciezkosci bryly ograniczonej powierzchniami o réwnaniach

r=y* =2 2=0iz=1, wiedzac, ze jej gestos¢ jest wyrazona wzorem p(z,y,z) = 14.

ODPOWIEDZI

sm— 5 (e) ze— 1) (F) 3.

Zadanie 12.2. (a) —12; (b) 0; (c) 22; (d) 36; (e) 9; (f) 9.

Zadanie 12.1. (a) 512; (b) 3; (c) 6; (d)

Zadanie 12.3. (a) 1(1 —cos1); (b)
Zadanie 12.4. (a) 2; (b) 3(e —e™); (c) 0; (d) 2.
Zadanie 12.5. (a) 5; (b) 2.

Zadanie 12.6. (a) —; (b) ¢.

Zadanie 12.7. (a) 8; (b) 11; (¢) 57; (d) 5.
Zadanie 12.8. (a) 27; (b) w(e® —e —5).
Zadanie 12.9. (a) 2; (b) 1627.

Zadanie 12.10. (0,0,2)

Zadanie 12.11. (2,0,2)



