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3.3. Podstawowe twierdzenia

Podstawowym twierdzeniem egzystencjalnym (tj. twierdzeniem orzekajacym o istnieniu
rozwigzania) dla zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania (1.3), lub ogélniej dla uktadu (3.4),
jest twierdzenie Peano. Sformutujemy je dla dwéch przypadkéw: najpierw dla (n + 1)-
wymiarowego prostokata, a nastepnie dla (n + 1)-wymiarowego pasa.

Twierdzenie 3.1. Niech I'=[xq —a,z9+a] i B:i={y € R" : |y; — y§0)| <b,i=1,...,n},
gdzie a, b sq danymi liczbami dodatnimi. Zaloimy, ze f: I x B — R"™ jest funkcjqg cigglq.
Niech M:=max {||f(z,y)| : (x,y) € I x B}, d:==min(a,bM ) (oczywiicie przyjmujemy
tutaj, ze M jest liczbg dodatniq) oraz J:=[xq — d, xo¢ + d]. Wéwczas uktad (3.4) posiada
co nagmniej jedno rozwigzanie y = ¢(x), okreslone na przedziale J i spelniajgce warunek
poczatkowy y = vy dla x = xq.

Twierdzenie 3.2. Niech w zbiorze I x R", gdzie I'=[xq — a,z¢ + a| oraz a > 0, bedzie
okreslona ciggla 1 ograniczona funkcja f o wartosciach w R"™. Wiedy istnieje okreslone na
I rozwigzanie uktadu (3.4), spelniajace warunek poczgtkowy y(xq) = yqo.

Szczegblnie wazne w teorii réwnan rézniczkowych jest twierdzenie o istnieniu i jedynosci
rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego dla uktadu (3.4) (twierdzenie Picarda lub Twierdzenie
Picarda—Lindel6fa). Podobnie jak powyzej sformutujemy je w dwéch przypadkach.

Twierdzenie 3.3. Przy zaloZeniach i oznaczeniach Twierdzenia 3.1 zatézmy dodatkowo,
ze funkcja f spelnia nastepujgcy warunek Lipschitza:

1S, y) = S, 2) Il < Lly = =],

gdzie L jest statq dodatnig, x € I, y = (y1,Y2, ., Yn) © 2 = (21,22, ..., 2,) $a¢ dowolnymi
punktami z B. Wowczas uktad (3.4) posiada jednoznaczne rozwigzanie y = p(x), okreslone
na przedziale J i spelniajgce warunek poczgtkowy (3.6).
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Twierdzenie 3.4. Przy zalozeniach (bez ograniczonosci) i oznaczaniach Twierdzenia 3.2
zatozmy ponadto, Ze funkcja f spelnia powyiszy warunek Lipschitza, w ktérym y, z € R,
Wéwczas istnieje okreslone na I dokladnie jedno rozwigzanie uktadu (3.4), spetniajgce
warunek poczgtkowy (3.6).



