RozDzI1AL 7

Rownania liniowe rzedu n o statych
wspotczynnikach

Definicja 7.1. Réwnania liniowe (6.2) rzedu n, w ktérym py(x) = a, (k= 1,2,...,n)
oraz funkcja f jest ciagta na przedziale (a,b) nazywamy réwnaniem liniowym rzedu n
o stalych wspolczynnikach. Jezeli f(x) = 0, to takie rownanie nazywamy jednorodnym.
Przybiera ono postaé

L) = y™ +ay™ Y +ay™ D + . 4 ap 1y + any =0 (7.1)

Definicja 7.2. Réwnanie
PN = A"+ A" a2+ .t ap A ta, =0 (7.3)

nazywamy rownaniem charakterystycznym réwnania (7.1) a jego pierwiastki liczbami
charakterystycznymi.
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Rozwazmy teraz rownanie niejednorodne postaci

L(y) = f(z), (7.8)

gdzie L(y) jest zdefiniowane jak w (7.1). Okazuje sie, ze dla pewnych klas funkcji f(x)
mozna znalezé¢ rozwiazanie szczegélne rownania (7.8) za pomoca metody wspdlczynnikow
nieoznaczonych.

Udowodnimy teraz nastepujace

Twierdzenie 7.3. Zaléimy, Ze prawa strona réwnania (7.8) jest postaci P, (x)e™*, gdzie
Pu(z) = por™ + p1a™ " A P+ P (M > 0)

jest wielomianem o wspotczynnikach rzeczywistych lub zespolonych a v jest liczbg rzeczywistq
lub zespolong. Wowcezas réwnanie (7.8) posiada rozwigzanie szczegolne postaci

Y1 = Qm(x)e*,  gdzie Qn(x) = qox™ + G+ g1+ G, (7.9)

jgezeli P(a) # 0. Jezeli natomiast o jest k-krotnym pierwiastkiem (k > 1) réwnania
charakterystycznego, to réwnanie (7.8) posiada rozwigzanie szczegdlne postaci

Y1 = 2°Q, ()e™, (7.10)
gdzie Qu(x) ma postacé jak w (7.9).

Metode czynnikéw nieoznaczonych znajdowania rozwiazania szczegdlnego réwnania
(7.8) mozna takze zastosowaé w przypadku, gdy prawa strona tego réwnania jest postaci

f(z) = e [PT(,P () cos bx + P{? (z) sin b:c} : (7.11)

gdzie PV (), PP (z) sa wielomianami zmiennej = stopnia nie wigkszego niz m, przy czym

przynajmniej jeden z nich ma stopien m.

Twierdzenie 7.4. Jezeli prawa strona réwnania (7.8) jest postaci (7.11), to réwnanie to
posiada rozwigzanie szczegolne postact

yp = e [QSL)(:B) cos b + QP () sin ba:},
gdzie QW (x), Q@) (z) sq wielomianami stopnia m, o ile P(a + bi) # 0.
Jezeli natomiast o + bi jest k-krotnym pierwiastkiem (k > 1) réwnania charaktery-
stycznego, to réwnanie (7.8) posiada rozwigzanie szczegolne postaci

yp = 2he’” {Q%) () cos bx + QP (x) sin bx} )

gdzie QW (x), QP (z) sq wielomianami stopnia m.



