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3.2. Ukfady réwnan rozniczkowych zwyczajnych

Definicja 3.1. Zbidér zaleznosci postaci

Fl(xvylvy%'"7yn7y17y27"'7yn) =

0
2($7?J17?Jz; y Yns Y15 Yo yn) (32)

Fn(l',yl,y%---,yn,y;,y/g,---,y;) :07

gdzie y1, 4o, . .., Y, sa szukanymi funkcjami zmienniej niezalezniej x, nosi nazwe ukfadu
rownan rozZniczkowych zwyczajnych pierwszeqo rzedu.

Jezeli funkcje Fy, Fy, ..., F), sa takie, ze uklad (3.2) jest rozwiazalny wzgledem pochod-
nych szukanej funkcji, to znaczy

dy,
E - fl(xvylvy% ce 7yn)7
dys

dx = f2($,y1,y2,---,yn), (33)

E = fn(xvylvy% <. 7yn)7

to taki uktad nazywamy ukiadem normalnym réwnan rézniczkowych. Liczbe rownan
uktadu (3.3) nazywamy rzedem tego ukladu. Uklad (3.3) mozemy zapisaé w postaci

’

y =f(z.y) (3.4)
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gdzie y:i=(y1, Y2, .. Yn)s ¥ =Y, Ys, - .., 4,) Oraz fi=(f1, fa, ..., fn). Jezeli prawe strony
uktadu (3.3) zaleza w sposéb liniowy od szukanych funkeji y1, 9o, . . ., Yo, to znaczy jezeli
uktad ten ma postaé

d

% = pr(@)yr + pra(@)y2 + ... + pra(@)yn + f1(2),
dys

ar po1(2)y1 + pa2(2)yo + . ..+ pon(T)yn + folz),
dyn

E = pnl(x)yl + pn2(x)y2 +...+ pnn(x)yn + fn(x)p

gdzie py (k,l=1,2,...,n) oraz f;, (k=1,2,...,n) sa danymi funkcjami zmiennej z, to
uktad ten nazywamy uktadem liniowym rownan rézniczkowych lub krétko uktadem liniowym.
Jezeli prawe strony ukladu (3.3) nie zalezg w sposéb jawny od zmiennej niezaleznej z, to
taki uktad nazywamy automorficznym lub stacjonarnym.

Definicja 3.2. Kazdy zbiér n funkcji

=), ve=10@), . Y=ya(2), (3.5)

okreslonych i r6zniczkowalnych w sposob ciagly na przedziale (a,b), nazywamy rozwia-
zaniem ukladu (3.3) w tym przedziale, jezeli zbiér ten zamienia wszystkie rownania tego
uktadu w tozamosci prawdziwe dla wszystkich wartosci = z przedziatu (a, b).

Definicja 3.3. Zagadnienie wyznaczania rozwiazania (3.5) uktadu (3.4) spelniajacego
warunek:

Y1 = ng)p Yo = yg])? ey Yn = %(LO) dla x = Zo, (36)

nazywamy zagadnieniem Cauchy’ego lub zagadnieniem poczgtkowym. Liczby ygo), ygo), ey

¥\ nazywamy wartosciami poczgthowymi szukanych funkcji lab wartosciami poczgthowymi

rozwigzania (3.5), liczbe xq wartodcig poczatkowq zmiennej niezaleznej x, liczby xq, ygo)

ygo), ooy YO razem wzigte —danymi poczgtkowymi rozwigzania (3.5), a warunki (3.6)

warunkami poczgtkowymsi tego rownania.

?

Rozszerzymy teraz zasieg Definicji 1.7-1.9 na przypadek uktadu (3.4).

Definicja 3.4. Rozwiazanie y: (a,b) — R" réwnania (3.4) nazywamy jednoznacznym na
przedziale (a,b), jesli dla kazdego x € (a,b), przez punkt (z,y(x)) w dostateczniem matym
jego otoczeniu ,przechodzi” jedyne rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego.

Definicja 3.5. Rozwiazanie réwnania (3.4), w kazdym punkcie ktérego naruszona jest
jednoznacznosé rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego dla tego uktadu, bedziemy nazywali
rozwigzaniem osobliwym.

Definicja 3.6. Oznaczmy przez D obszar w przestrzeni n + 1 zmiennych z, y1, ¥, ..., Yn,
w kazdym punkcie ktorego istnieje i jest jednoznaczne rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego
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dla uktadu (3.3). Zbiér n funkcji

1 = 901($17017027 cee 7Cn)7
Yo = @2(x17017027 s 7Cn)7

(3.7)

okreslonych w pewnym obszarze zmiennosci zmiennych x1, C, Cs, ..., (), i majacych ciagte
pochodne czastkowe wzgledem z, bedziemy nazywali rozwigzaniem ogélnym uktadu (3.3)
w obszarze D, jezeli uktad (3.7) jest rozwiazalny wzgledem statych dowolnych Cy, Cs, ...,
C,, w obszarze D tak, ze dla dowolnych wartosci z, y1, ¥o,...,¥y, nalezacych do obszaru
D uktad (3.7) okresla wartosci C1, Cy,...,Cly:

Cl = ?/)1(% Y1, Y2, - - 7yn)7

Co = o2, Y1, Y25+ Yn), (3.8)

Cn = wn(xaylvy% ce 7yn)

i jezeli n funkcji (3.7) jest rozwiazaniem uktadu (3.3) dla wszystkich wartosci statych
dowolnych Cy, Cy, ..., C, otrzymanych ze wzoréw (3.8), gdy punkt (z,y1,%2,...,Yn)
»przebiega” obszar D.

Dodajmy jeszcze (por. Definicja 1.11), 7ze rozwigzanie rownania (3.4), ktére nie zawiera
zadnych statych dowolnych, nazywamy rozwigzaniem szczegolnym tego rownania.

Rozszerzymy teraz zakres poje¢ wprowadzonych we wstepie do Paragrafu 2.3. Bez
straty ogdlnosci bedziemy ponizej rozwazali uktady, dla ktérych caly obszar istnienia
i jednoznacznosci jest identyczny z obszarem D okreslonosci pewnego rozwigzania ogdlnego.

Definicja 3.7. Funkcje ¢(x,y1,...,y,) niebedaca stala nazywamy cafkg ukladu (3.3),
jezeli przy zastapieniu zmiennych ¥, ..., y, dowolnym rozwiazaniem szczegdlnym tego
uktadu staje sie ona stala.



